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1. De la norme à l’espace métrique

Norme
∥ · ∥ : E → R+

Distance induite
d(x, y) = ∥x − y∥

Espace métrique
(E, d)

induit définit

Toute norme
⇒ distance

2. Espace métrique

Ensemble E

Pas nécessaire-
ment vectoriel

Distance d

d : E × E → R+

on munit de

(E, d) = espace métrique

3. Espace vectoriel normé

Espace vectoriel E
x + y, λx

Norme ∥ · ∥
∥λx∥ = |λ| ∥x∥

on ajoute

(E, ∥ · ∥) = espace vectoriel normé

4. Axiomes d’une distance
d(x, y) ≥ 0

d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y

d(x, y) = d(y, x)

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

5. Axiomes d’une norme
∥x∥ ≥ 0

∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0

∥λx∥ = |λ| ∥x∥

∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥

6. Schéma global à retenir

Espace vectoriel
E

Norme
∥ · ∥

Distance induite
d(x, y) = ∥x − y∥

Espace métrique
(E, d)

Espace vectoriel normé =⇒ Espace métrique Espace métrique ̸=⇒ Espace vectoriel normé

Idée clé : une norme est une structure plus riche qu’une distance : elle est compatible avec l’addition et la multiplication par un scalaire.


