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Notion Objet mat Axiomes / Définition Propriétés / Remarques
Esp vectoriel (E,+, ·)

E sur K = R ou C
- Loi interne + : associative, commuta-
tive, élément neutre 0, opposé.
- Loi externe · : λ(µx) = (λµ)x, 1x = x,
distributivité.

- Structure purement algébrique.
- Ne permet pas de parler de distance, de limite ou
de continuité sans structure supplémentaire.

Esp métrique (E, d)
d : E × E → R+

1. Séparation : d(x, y) = 0 ⇔ x = y
2. Symétrie : ∀x, y, d(x, y) = d(y, x)
3. Inégalité triangulaire :
∀x, y, z, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

- Positivité : d(x, y) ≥ 0 (découle de 2 et 3).
- Ne nécessite pas de structure vectorielle (ex : en-
sembles quelconques, sphère).

EVN (E, ∥ · ∥)
E muni d’une norme

- Espace vectoriel E
- Muni d’une application ∥ · ∥ vérifiant
les axiomes de la norme (ci-dessous).

- Combine une structure algébrique (EV) et topo-
logique (via la norme).
- Tout EVN est naturellement un espace métrique.

Norme ∥ · ∥ : E → R
(sur un EVN E)

1. Séparation : ∥x∥ = 0 =⇒ x = 0
2. Homogénéité : ∥λx∥ = |λ|∥x∥
3. Inégalité triangulaire : ∥x+ y∥ ≤
∥x∥+ ∥y∥

- Positivité : ∥x∥ ≥ 0
- Valeur en zéro : ∥0∥ = 0
- Inégalité triangulaire inverse :

⃓⃓
∥x∥ − ∥y∥

⃓⃓
≤

∥x− y∥
Dist induite d(x, y) = ∥x− y∥

(provenant d’une
norme)

Vérifie par construction les axiomes
d’une distance grâce aux propriétés de
la norme :
- Séparation ⇐⇒ séparation de la
norme
- Symétrie ⇐⇒ homogénéité (λ = −1)
- Inégalité triangulaire ⇐⇒ inéq. tri-
angulaire

- Attention : Toute distance ne provient pas d’une
norme (ex : distance discrète, espace non vectoriel).
- Dans un EVN, B̄(x, ϵ) = B(x, ϵ) (adhérence
vraie).
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