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Résumé
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Chaque exposé est suivi d’une section de questions de compréhension et
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B.6 Exercice 6.1




1 Exposé 1 : Espaces euclidiens

Les espaces vectoriels considérés dans ce chapitre sont réels. Soit E un R-espace
vectoriel.

But du exposé 1 : Sans de donné supplementaire (un “produit scalaire”), il
n’est pas raisonable de parler de longeur d'un vecteur v € E, ou de faire de la
géometrie dans E (angle, triangle,...). On va résoudre ce probleme en introduisant
des produits scalaires.

1.1 Produit scalaire

Définition 1.1. Une forme bilinéaire sur E est une application

ExFE — R

") o by)

vérifiant les conditions suivantes :

b(z + Ay, z) = b(x, ) + Ab(y, 2),

V(z,y,2) € B3 Y\ €R,
(@y,2) b(x,y + Az) = b(z,y) + \b(z, 2).

La forme bilinéaire b est dite
(i) symétrique si V(z,y) € E?, b(y,x) = b(z,y) ;
(i) positive si Vo € E, b(z,x) > 0;

(7ii) définie si b(z,z) =0 < x = 0.

Un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur E.
Remarque 1.2. On a :
b(0,2) =b(0+1-0,z) =b(0,2) +1-b(0,2) = b(0,z) + b0, x).

En soustrayant b(0,z) de chaque c6té, on obtient b(0, ) = 0 pour tout z € E. De
maniere similaire, on montre que b(z,0) = 0 pour tout = € E.

Pour un produit scalaire, on utilise souvent la notation :
(u,v)

pour u,v € E.



Exemple 1.3. (i) Si E = R", le produit scalaire canonique sur E est de la forme

(

(ii) Si F =R? alors

T T U1 n

Y1 n
) >:t = (xlv"' 7xn> :szyz
=1

Tn Yn In Yn Yn

(z,y) = 22191 + T2¥o

définit un produit scalaire sur R?, différent du produit scalaire canonique.
A Un espace vectoriel non nul posséde une infinité de produits scalaires
différents!

(iii) Si £ =C[-1,1],R) :={f: [-1,1] = R | f continue}, alors

1

(.90 = [ Fgt)dt

-1

définit un produit scalaire sur F.

(iv) Si £ = Mat,(R), alors
(A, B) :=Tr("*AB)

définit un produit scalaire sur E.

Définition 1.4. Un espace euclidien est un R-espace vectoriel de dimension finie
muni d’un produit scalaire (-,-).
Définition 1.5. Soit (E,(-,)) un espace euclidien. La norme euclidienne d’un

élément x € E pour ce produit scalaire est définie par ||z|| = /(z, ).
||z|| est bien défini car (z,z) > 0 (un produit scalaire est positif).

Lemme 1.6 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit (E,(-,-)) un espace euclidien.
Pour tout x,y € E, on a :

(= )| < l=[ll1yl]-

De plus, ’égalité a lieu si et seulement si x et y sont colinéaires, c’est-a-dire s’il
eviste t € R tel que
z=1ty ou Y=tz

Démonstration. o) Si v =0, on obtient 0 = 0.



o) Si v #0: on considere Vt € R,
0 <|lu+tv]* = (u+tv,u+tv) = (u,u) + t{u,v) + t{v,u) + t*{v,v),
(car (-,-) est bilinéaire)
= [lul* + 2t{u, v) + £[Jv]|* =: f(t)

(car (-,-) est symétrique). Car ||v|| # 0, R — R, t — f(t) est une fonction
polynomiale tel que f(t) > 0OVt € R. Donc, f(t) n’a pas deux zéros différents,
et son discriminant A = 4(u,v)? — 4||u|*||v||* est < 0. Donc, on obtient
I'inégalité.

o) Cas de I'égalité : on a alors que A = 0. Donc, 3t € R, f(¢) = 0. Donc,
l|lu + tv||* = (u+ tv,u + tv) = 0, Donc u + tv = 0 & u = —tv car (-,-)
est défini. Donc, u,v sont colinéaires. L’égalité est facile a voir si u,v sont
colinéaires.

O
La définition suivante sera étudiée dans le cours d’Analyse :

Définition 1.7. Soit & un espace vectoriel. On dit que N: E — Rsq est une
norme si

(i) N(Au) = |A\|N(u),VA € R,Vu € FE,

(i) N(u)=0=u=0

(7ii) N(u+v) < N(u)+ N(v),Yu,v € E (Inégalité triangulaire).
Lemme 1.8. Soit (E, (-,-)) un espace euclidien. La norme euclidienne ||-||: E —
R, u— ||u]| = +/{u,u) est bien une norme sur E.

Démonstration. o) (i) et (ii) de[1.7| sont évidents.

o) (ifi) : On a [Ju+ to][* = [[ul|* + [[o][* + 2(u, v) < [[ul[* + [Jo]* + 2[Jull[|v]| =
(J|u|] + ||v]])?, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz (1.6)). O

Proposition 1.9. On a les identités suivantes : Yu,v € E
(i) Identité du parallélogramme : ||u+ v|[* + [|u — v||* = 2(||ul|* + [|v]]?)

(it) Identité de polarisation : (u,v) = (|Ju+v[|> — |Ju — v]|?)
Démonstration.

[lu+vl|* = {u+v,u +v) = [Jul* + 2{u, v) + | |v]|* (1)



et
lu—ol]? = (u—v,u—v) = [[u]|* = 2(u, v) + [|v]]? (2)

Donc, + donne :
[l + ol + [l = v* = 2(|[ul* + [[v][*),
d’ott 1). Pour 2), on considére (I)-(2) :

[+ ol]* = [l = v]* = 2{u, v) = (=2(u, v)) = Ku, v).

]
Exercice 1.1. Soient x,y,z € R3 tel que 2? + y* + 2> = 1. On veut borner
T+ 2y + 3z2.
x
Solution : Posons u = |y | € R3. Alors,
2
1
l=a? 49>+ 22 =|[ul|* et x+2y+32=(uv) avec |2
3

D’apres Cauchy-Schwarz C{u,v)| < ul| [|v]] = V12 +22 + 32 =14

De plus, on a 'égalité si (u,v) est liée.

1.2 Orthogonalité

Soit E' un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire (-, -).

Définition 1.10.
(i) Deux vecteurs x ety de E sont dits orthogonaux si (x,y) = 0. On notex L y

(ii) Deux sous-ensembles A, B C E sont orthogonaux si
Vue AVv e B, (u,v) =0.

(iii) Si A C E est un sous-ensemble, on appelle orthogonal de A, noté A+, I’en-
semble
At ={uec E|{u,v) =0 Yve A}
Proposition 1.11.
(i) Si A C E, alors At est un sous-espace vectoriel de E.
(ii) Si A C B, alors B+ C AL,



(iii) At = Vect(A)* ot Vect(A) est le sous-espace vectoriel engendré par le sous-
ensemble A.

(iv) A C (AY): (8 : Pas égal en général, par exemple si A n'est pas un sous-
espace vectoriel)

Démonstration. Exercices. O



Exemple 1.12.

1) E = CY[~1,1],R), (f,g) := [1, f(t)g(t)dt. Alors, pour f(t) := cos(t) et
g(t) :=sin(t), on a f et g orthogonaux :

1 1 /1
/ cos(t)sin(t) dt = / sin(2t) dt = 0,
1

1 _

car sin est une fonction impaire, c¢’est-a-dire sin(—t) = — sin(¢). Nous avons
utilisé la formule trigonométrique : 2 cos(t) sin(t) = sin(2t).

2) E = R", avec le produit scalaire canonique (-,-). Soit H C R"™ I'hyperplan

défini par
T1
H=1{|:|er|e1+ - +a,=0
In
1
Alors, H = Vect(u)* ot u:= | : | et H+ = Vect(u).
1

Définition 1.13. Soit E un espace euclidien. On appelle dual de E [’espace vec-
toriel
L(E,R):={f: E—R| f est linéaire} .

On le note généralement E*. Un élément [ € L(E,R) est appelé une forme linéaire.

Rappels : Soient F, F’ deux espaces vectoriels de dimension finie. Grace a[A.48]
'espace vectoriel L(F, F") des applications linéaires de F' vers F” est isomorphe a
'espace vectoriel M,, ,(R) des matrices de taille n := dim F' et m := dim F”.

Alinsi, on a :

dim L(F, F') = n x m.

En particulier, cela implique que dim £* = dim F.
Si f: F — F’ est une application linéaire, on a le résultat suivant par le

théoréme du rang :
dim F' = dim Ker(f) + dim Im(f).

Proposition 1.14. Soient F' et F' deux espaces vectoriels de dimension finie tels
que dim F' = dim F'. Si f € L(F, F"), alors :

f est un isomorphisme d’espaces vectoriels <  Ker(f) = {0}.



Démonstration. On rappelle que si G, G’ sont des sous-espaces vectoriels de di-
mension finie d’'un méme espace vectoriel, alors G = G’ si et seulement si G C G’
et dim G = dim G’. En effet, on peut prolonger une base de G a une base de G’,
et la longueur d'une base d’un espace vectoriel est indépendante de la base.

o) “="Si f est injective, alors Ker(f) = {0}, d’apres [A.40]

o) “<” Supposons que Ker(f) = {0}. Alors, dim Ker(f) = 0 et, d’apres le
théoréme du rang [A.41] on a dim F = dim Im(f). Par conséquent, Im(f) =
F’. On applique la propriété précédente avec G := Im(f) C G’ := F’. Donc,
f est surjective.

]

Lemme 1.15 (Lemme de Riesz). Soit (E, (-,-)) un espace euclidien et f € E* une
forme linéaire sur E. Alors, il existe un unique vecteur u € E tel que

f(z) = (u,z), Vxek,
c’est-a-dire que la forme linéaire f est représentée par un produit scalaire.

Notation : pour tout v € F, on note f, 'application :
for E—=>R, z+ (v,x).

Ainsi, f, € E* est une forme linéaire pour tout v € E, car le produit scalaire (-, -)
est linéaire dans le second argument.

Démonstration du lemme de Riesz. On considere I'application ¢: E — E* définie
par
o(u) = f, pour tout u € E,

ou f,: E — R est la forme linéaire donnée par f,(x) = (u,z) pour tout = € FE.
Nous vérifions que ¢ est linéaire en utilisant que le produit scalaire (-,-) est
linéaire dans le premier argument.

e) Injectivité : Montrons que ¢ est injective. Supposons que u € Ker(p),
c’est-a-dire que f,(x) = 0 pour tout x € E. En particulier, pour z = u, on a

fulu) = (u,u) = 0.

Comme (-, ) est défini positif, cela implique que u = 0. Donc, Ker(yp) = {0},
ce qui montre que @ est injective.

¢) Bijectivité : Puisque ¢ est linéaire et injective, et que dim(E) = dim(E™),
il en découle que ¢ est bijective (par le théoreme de la dimension).
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Par conséquent, pour tout f € E*, il existe un unique u € E tel que f = f,. Cela
conclut la démonstration. O

Exemple 1.16. Soit £ = R", et (-,-) le produit scalaire canonique. Le lemme
de Riesz se comprend facilement dans ce cas. Soit f: R” — R une forme linéaire.
Notons (eq,...,e,) la base canonique de R™. Tout vecteur z € R"™ peut s’écrire
sous la forme

n
x:Zaiei, a €ER, Ve =1,...,n.
i=1
Ainsi, la forme linéaire f s’écrit
n
f(z) = Z a; f(ei).
i=1

En utilisant la définition du produit scalaire canonique, cela devient

Qg Uy
f (SL’) = < N >7
an un
ou u; := f(e;) pour chaque 7. Ainsi, f est simplement le produit scalaire par le
vecteur
Uy
u =
Up,

1.3 Questions de compréhension et exercices typiques

(i) Quelle est la signification du produit scalaire canonique (-, -) sur R™?

(ii) Donner un exemple d’un produit scalaire (ou d’un espace euclidien) qui n’est
pas le produit scalaire canonique sur R™ (ou sur R").
(iii) Quelle est la norme d’un vecteur dans un espace euclidien ?
(iv) Quelle est la signification de v_Lu ou de A+?
(v) Est-il vrai que E+ = {0} ou E+ = E pour un espace euclidien E ?
(vi) Que dit le lemme de Riesz?
Exercice 1.2. (i) Prouver que B: R? x R? — R, (z,¥), (v,w) — 2zv + yw est
un produit scalaire sur R2.

(ii) Démontrer G) 1 <_21> dans 'espace euclidien (R?, B)

11



2 Exposé 2 : Bases orthonormales

But de l'exposé 2 : Dans R™ muni de son produit scalaire canonique (-,-) la
base canonique (eq,...,e,) est spéciale : elle est orthornomale, i.e., (e;, e;) = 0 si
i#£ 7, et (e;e) =1, Vi=1,...,n Maintenant, on va généraliser ¢a a des espaces
euclidiens généraux, et en particulier prouver l'existence des bases orthonormales.

2.1 Bases orthonormales

Soit (E, (-,-)) un espace euclidien et F' < FE un sous-espace vectoriel de E
(automatiquement dim F' < oo car dim £ < 00).

Rappel (1.10) : F+ = {x € E | (z,2) = 0,Vz € F}, lorthogonal de F.
Théoreme 2.1. Dans un espace euclidien E, on a la décomposition orthogonale :
E=FoF*

En particulier :
o) dim F+ = dim F — dim F,

o F=(FHt.

Démonstration. Nous devons montrer :
(i) FnF+={0},
(i) E = F + F*, c’est-a-dire que pour tout z € E, il existe 2’ € F et 2" € F+
tels que x = 2’ + 2”.

1. Orthogonalité : F N F+ = {0} Soit z € F N F*. Par définition de l'ortho-
gonalité, on a :
(x,2) =0, VzeF.

En particulier, en prenant z = x, il vient :
(x,2) =0=2=0.

Ainsi, F N F+ ={0}.

2. Décomposition de x € £ en somme de deux composantes Soit x € E.
Considérons l'application linéaire f, € E* définie par :

Lo E—=R, y—(z,y).

12



Notons f = f.|r la restriction de f, a F, qui appartient a F'*. Par le lemme de

Riesz , il existe un unique 2’ € F tel que :
f= T
Cela signifie que pour tout z € F,
fo(2) = for(2),

mais cette égalité ne s’étend pas nécessairement a tout y € E (4).
Définissons alors x” := x — 2/, ce qui permet d’écrire :

r=12+2"
Montrons que z” € F*+ : Pour tout z € F,
() = (o — i 2) = (i, 2) — (&', 2) = fulz) — fu(z) =0
Ainsi, " € F*, et nous obtenons bien £ = F @ F*.
3. Preuve que F = (F1)Y On sait que F C (F*)* d’apreés (1.11). De plus, on
a la décomposition suivante :
E=rF*o(FH*
En comparant les dimensions :
dim F = dim E — dim F* = dim E — (dim £ — dim(F*)*) = dim(F*)*.
Ainsi, F = (F1)L. O

Définition 2.2. Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-,-).

o) Une famille (v;);i>o de vecteurs de E est dite orthogonale si, pour tout i # j,
on a :
(vi,v;) =0, c’est-d-dire v; L v;.

o) Une famille orthonormale de E est une famille orthogonale (v;)i>0 qui
vérifie en plus :
|lvil| =1, Vi>0.

Exemple 2.3. 1) E = R"” muni du produit scalaire canonique. La base cano-
nique (ey,...,e,) est orthonormale car

0, 1#7
<€i76j>: 1 .
) Z_j

13



1
2) Dans F' = C°([—1,1],R) munide (f,g) := [ f(t)g(t)dt, la famille (cos(t), sin(t))
-1
est orthogonale (1.12)). La famille (1,#?) n’est pas orthogonale : (1,t?) =
1
[1-t2dt=2+#0
1

Proposition 2.4. Une famille orthogonale constituée de vecteurs non nuls est
libre. Em particulier, une famille orthonormale est libre.

Démonstration. Supposons que (v, ..., v,) soit une famille orthogonale avec v; #
0 pour tout ¢ = 1,...,n. Montrons qu’elle est libre.
Soit une combinaison linéaire nulle :

n
Zajvj =0, oua; €R.
j=1
Prenons le produit scalaire avec un vecteur v; de la famille :
n n
<’Uw ) Oéjvj> =>_a{vi, ).
Jj=1 Jj=1

Or, par définition de I'orthogonalité, on a (v;,v;) = 0 pour ¢ # j, donc :

0= aflui*.

Comme v; # 0, on a ||v;]|? # 0, ce qui implique a; = 0 pour tout .

Ainsi, (vq,...,v,) est une famille libre.
Si de plus la famille est orthonormale, alors ||v;]] = 1, ce qui garantit encore
v; # 0 pour tout ¢. La démonstration reste donc valide dans ce cas. O]

Définition 2.5. Si (E,(,)) est un espace euclidien, une famille B = (ey, ..., e,)
est une base orthonormale (abrégée BON) si c’est une base et une famille ortho-
normale.

Théoréme 2.6. Soit (E,(,)) un espace euclidien. Alors, il admet une BON.

Démonstration. Soit n := dim E. Soit (ey,...,e,) une famille orthogonale maxi-
male (du point de vue du cardinal p), telle que e; # 0 pour tout i = 1,...,p.
Supposons, par l'absurde, que p < n.
Posons F' = Vect(ey, ..., e,). Alors, par la décomposition orthogonale (2.1)), on
a:
E=F&F

et on sait que dim F' < p < n, donc dim F* # 0, c’est-a-dire F'+ # {0}.

14



Soit # € F* et x # 0. Alors, (e1,...,€,, ) est une famille orthogonale de
cardinal strictement supérieur a p.
Cela contredit ’hypotheése p < n, donc il doit étre vrai que p = n. Ainsi,

(é1,...,€e,) est une base de E, car elle est libre et de cardinal dim E.
Pour obtenir une famille orthonormale (e}, ..., €), il suffit de définir :
1
e = H—ei, Vi=1,...,n

il
Cela garantit que chaque vecteur €, est unitaire et la famille (¢f,...,€,) reste
orthogonale. O
Proposition 2.7. Soit E un espace euclidien et soit (ey,...,e,) une base ortho-

normale de E. Six € E, on a

n

r=> (z,e)e;.

i=1
Autrement dit le réel (z, e;) est la i-éme coordonnée de x dans la base (eq, .. ., €,).
n
Démonstration. Posons y = >~ (z,e;)e;. Alors, Vj=1,...,n

=1

n

(T —y,e5) = (z,e5) = > (x,e)ei, e5) = (x, ;) — (x,€5) = 0.

i=1

Donc, z —y € Vect(ej, 1 < j >n)t = E+ ={0}. Donc, x —y=0=>z=y. O

Corollaire 2.8. Vz € F, |[z]||* = 5 S (T, e)?.
1

1=

n
Démonstration. Six =Y. x; e;, v = (x,¢;) et
=1~

€R
||z|]* = Zm el,ZmJej =Y mizile,e)) = me O
ij=1 i=1
Proposition 2.9. Soient (F,(-,-)) un espace euclidien, et £ = (eq,...,e,) une

base orthonormale de E. Soit f € L(E,E) et A = (a;j)1<ij<n la matrice re-
présentative de f dans la base &, c’est-a-dire A = Matg(f). Alors, pour tous
i,je{l,...,n}, ona:

ai; = (f(e:), €5).

15



Démonstration. La matrice A est définie comme étant la matrice dont les colonnes
sont les vecteurs f(e;), exprimés dans la base £. Autrement dit :

A= (¢1]...|en),
ou chaque colonne ¢; est donnée par :

ayj
Cj = s f(@j) = aljel + e + anjen.

Apj

Par la proposition [2.7] ci-dessus, on sait que :
ai; = (f(e;), €:).

2.2 Projections orthogonales

Soit E' un espace euclidien et ' C FE un sous-espace vectoriel. D’apres le
théoreme , ona E = F@®F*. Ainsi, pour tout € E, il existe une décomposition
unique de x sous la forme :

=T+ TpL
m m
F FL
Définition 2.10. La projection orthogonale de E dans F est la projection pp
de E sur F, parallélement o F*. Autrement dit, pp: E = F ® F+ — F, ou
T =2p+TpL > Tp.

Remarque 2.11. (i) pr est linéaire, c’est-a-dire pp € L(FE, F).

(ii) Pour tout z € E, pp(x) est completement caractérisé par la propriété sui-
vante : soit y € E. Alors,

y=pr(z) = (ye Fetz—ye Fh),

et pr(z) est Punique élément de F tel que pp(x) € F et x — pp(z) € F+. En
particulier, on a (pp(z), z — pp(z)) = 0 et ||z[|* = [|pr(@)[]* + ||z — pr(2)]|*.

On en déduit la conséquence suivante : si (vy,...,vx) est une BON de F,
alors
k
Ve e E, pr(z)=> (z,v)uv.
i=1
En effet, il suffit de vérifier que le vecteur y = 2% (z,v;)v; vérifie

yeFetx—yeF*
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Proposition 2.12. Soit x € E. Alors,

|z = pr(@)|| = nf {|lz =yl [y € F},
c’est-a-dire que ||x — pp(x)|| est la distance de x a F.

Démonstration. Comme pp(x) € F, il suffit de prouver que, pour tout y € F', on
a ||z —pr(2)]] < |lz —y||. Or, on a

lz = yll* = |z — pr(2)|[* + llpr(2) — yII*,

car (z — pp(z)) L(pr(z) — y). En effet, pp(z) —y € F et x — pp(z) € F*. O

2.3 L’algorithme de Gram-Schmidt

Théoréme 2.13. Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (). Soit
(v1,...,v,) une famille libre d’éléments de E. Alors, il existe une famille (w1, ..., wy,)
orthogonale telle que, pour tout 1 < i < n,

Vect(vl, e 7Ui) = Vect(wl, ce ,wi).

Démonstration. Par récurrence sur i :
¢t =1: On pose w; := v, ce qui suffit.
i > 1: Supposons que (wy, ..., w;) ont été construits. Posons F; := Vect(wy, ..., w;).
On définit alors
Wit1 = Viy1 — Pr,(Vig1),

ou pr,(viy1) est la projection orthogonale de v;y 1 sur F;. Ainsi, w;4q € Ff

(par la caractérisation de la projection pg,), et la famille (wy,...,w;11) est
orthogonale.
On vérifie par récurrence que F; = Vect(wy, ..., w;) = Vect(vy,...,v;). On

note que pg, (vi+1) € F;, donc

Vect(w, ..., w;, wi-i-l) = Vect(wy, ..., w;, Vi1 — PF, (Ui—i-l))
= Vect(wl, coe, Wy, ’UZ’+1>
= VeCt(Ul, e, U, U/L'Jrl).

]

Remarque 2.14. On note que les preuves de et donnent une recette
concrete pour construire une base orthogonale (BON) : Soit (£, (-, -)) un espace eu-
clidien et (vy, ..., v,) une base de E. Le but est de construire une base (wy, ..., wy,)
orthogonale de E telle que Vect(wy, ..., w;) = Vect(vy,...,v;) pour tout i.
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(iii)

(vii)

Posons w} := v.

Supposons que (wy, ..., w;) soit déja construite. Posons

Wit1 = Vit1 — Z

En effet, pr, (viy1) = 3 <U”1’1‘gj>wj par [2.11 (on applique [2.11{ & la BON

J=1 ]
1 1
(th e mwz) de E)
Pour obtenir une BON (w},...,w/) de E, posons
/ 1 :
w; = —w;, Vi=1,...,n.
[Jwi]

Questions de compréhension et exercices typiques

Quelle est la dimension de F'+?
Qu’est-ce qu’une BON?
Donner deux exemples différents de base orthonormale de R2.

Que sont les coordonnées d'un vecteur dans une base orthonormale ? Donner
une preuve de 2.7

) Qu’est-ce qu'une projection orthogonale ?

Qu’est-ce que la distance d’'un vecteur z € R & un plan H C R?, ie.,
dim H = 27 Comment peut-on la calculer ?

Comment appliquer I'algorithme de Gram-Schmidt ?

Exercice 2.1. Muni de R? et du produit scalaire canonique, soient les vecteurs

(i)
(i)

1 1 0
vi:=11], wve:=10], wv3:=11
0 1 1
Trouver une base orthogonale (ey, €5, e3) de R?, avec Vect(ey, . .., e;) = Vect(vy, . . .

pour 1 <17 < 3.

Calculer la projection orthogonale de v sur Vect(vy, vg).
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3 Exposé 3 : Isométries et adjoints

Soit (E, (-,-)) un espace euclidien.

But de l’exposé 3 : Un isomorphisme d’espaces vectoriels permet de transpor-
ter chaque propriété d’un espace a l'autre (une base est envoyée vers une autre
base, etc.). Pour les espaces euclidiens, on souhaite aussi transporter la propriété
du produit scalaire, et cela est possible avec des isométries. De plus, nous allons
généraliser la transposée d’'une matrice.

3.1 Isométries
Définition 3.1. Une isométrie de E est un endomorphisme f € L(E) := L(E, E)

préservant le produit scalaire de E, c’est-a-dire

V(z,y) € B2, (f(2), f(y)) = (z.y).

Définition 3.2. Soient = et y deux vecteurs non nuls de E. D’apres Cauchy-

Schwarz % € [—1,1]. On définit l’angle entre les vecteurs x et y comme

Uunique élément 0 € [0, 7] tel que

(z,y) = ] [yl cos®.
On note 0 aussi par 0(x,y).

Proposition 3.3. Soit f: E — E une isométrie.
(i) f est bijective, i.e., f € Aut(FE).

(ii) f préserve la distance euclidienne et les angles des vecteurs.

Démonstration.

(i) : Soit F de dimension finie, donc il suffit de montrer que f est injective. Sup-
posons que f(v) = 0. Alors, ||v||> = (v,v) = (f(v), f(v)) =0 = v = 0.

(i) : On a ||of] = (v,0) = \/(f(v), F(v)) = |If(@)]l, Yo € E, donc ||f(v) -

f@|l = |f(w —=v)|| = |Jlu—v||. Ainsi, f préserve les distances. Pour les
angles, soit v,u € E ~ {0}, donc f(v), f(u) € £\ {0} (car f est injective).
On a alors :

GOLI) e
N~ ol ~ 00

donc 0(f(v), f(u)) = (v, u). O

cos(0(f(v), f(u))) =
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Proposition 3.4. f € L(E) isométrie < Yu € E, ||f(u)|| = ||u]].
Démonstration.
“=7: v (d’apres[3.3)

=" Siu,v € Eyona (u,v) = 5(|[utol] —[Ju|[*—|Jv][*) (L.9), donc (f(v), f(u)) =
sUf @) + f@IP = [F@IP = [1f@IP) = 5w+ o]* = [Jul® = []o]]*) =

(u,v). O

N =

Définition 3.5. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Donc E = F @& F*+ et
tout vecteur v € E s’écrit uniquement v = vy +vy o v, € F et vy € F-. On pose :

sp(v) == vy — V.
On appelle sp la symétrie orthogonale d’axe F.
Proposition 3.6. Une symétrie orthogonale est une isométrie.

Démonstration.

o) Soit v = vy + vy, Ol v; € F et vo € F+. On a alors vy = pp(v), ol pr est
la projection orthogonale sur F', et vo9 = v — pp(v) = (Idg — pr)(v). Ainsi,
I'application sp = pr — (Idg — pr) est une application linéaire de £ dans E.

e) Remarque : Pour v,w € FE tels que v L w, on a
o+ wl]* = [[v][* + [[w]]* + 2{v, w) = [[v][* + [Jw]?,
ce qui est une version du théoreme de Pythagore.

®) sp préserve la norme : Soit v € E, et décomposons v en v = v; + vy, ol
v1 € F et vy € F*. On a alors

sp(v) = v1 — vo.
Comme v; L vy (et donc vy L —wy), on obtient :
s (0)|[> = Jvi]]? + || = val P = [foa* + [[v2][* = [[v]|?

par le théoreme de Pythagore. Ainsi, sr est une isométrie, d’apres la propo-
sition [3.41
O

Exemple 3.7. (i) Siv € F, alors sp(v) = v. Siv € F+ alors sp(v) = —v.
(ii)) Sidim F =n—1, ou dim £ = n (i.e., F' est un hyperplan), alors sp s’appelle
la réflexion orthogonale d’axe F'.
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3.2 Adjoint d’'un endomorphisme
Soit E un espace euclidien.

Proposition 3.8. Soit f € L(E). Il existe une unique application linéaire f* €
L(E) telle que, pour tous x,y € E, on ait

(f(x),y) = (z, [*(y))-
Démonstration. Soit B = (ey, ..., e,) une base orthonormale de E (voir [2.6)).

o) Supposons d’abord que f* existe. Il vérifie alors

n n

110) g Yolews £ @)es = S e, e,

=1 =1

et f* doit étre unique.

¢) Existence : Posons, pour v € F,

n

frw) = (fle),v)e
i=1
Cette définition donne bien une application linéaire car f* est la somme
d’applications linéaires de la forme £ — E, v — (f(e;),v)e;, pour chaque
i=1,...,n.

o) Vérification que f* satisfait la condition demandée : Pour tous u,v € E, on
a

(.S (f (e, v)e)

i=1

(f(ei),v)(u, e;)

(u, f*(v))

I

@
Il
—

NE

= (D _(u,e;) f(ei),v)

=1

(f (i(u, €i>€i> , V)

i=1

= (f(u),v).

Ainsi, f* est bien 'application linéaire unique vérifiant (f(z),y) = (z, f*(v))
pour tous z,y € F.

]
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Définition 3.9. f* s’appelle l'adjoint de f.
Proposition 3.10. Soient f,g € L(E).

(i) (f) =1

(ii) (fog) =g of
(iii) Ker(f*) = (Im f)* et Im f* = (Ker f)*
Démonstration.

o) (i), (ii) Faciles a vérifier.

o) (iii) Soit u € Ker(f*). Par définition, cela signifie que pour tout v € E, on
a (f*(u),v) = 0. Or, par définition de f*, on a (f*(u),v) = (u, f(v)), ce qui
donne :

(u, f(v)) =0, YveE.

Cela montre que u € (Im f)*+, donc Ker(f*) C (Im f)*.
Réciproquement, si u € (Im f)*, alors pour tout v € E, (u, f(v)) = 0, ce qui
implique que (f*(u),v) = 0, et donc u € Ker(f*). Ainsi, Ker(f*) = (Im f)*.

o) (iv) Soit y € Im(f*). Alors, il existe z € E tel que y = f*(2). Soit maintenant
x € Ker(f). On a alors :

(y,2) = (f*(2),2) = (2, f(2)) = (2,0) = 0.

Ainsi, y € (Ker f)*, ce qui prouve que Im(f*) C (Ker f)*.
Enfin, par le théoréeme du rang (voir |[A.41]), on a :

dim Im(f*) = dim E—dim Ker(f*) = dim E—dim(Im f)* = dim Im f = dim(Ker f)*.

Cela montre que Im(f*) = (Ker f)*.
[l

Remarque 3.11. Soit £ = (ey,...,e,) une BON de E, soit A := Matg(f) =
(aij)1<ij<n la matrice représentative de f. D’apres

aji = (f(ei) e5) = (e, [7(e;)) = ([7(e;), e0), Vi, 5 €{1,...,n}.
Donc, Matg(f*) =*A est la transposée de A.

Définition 3.12. Soit (E, (-,-)) un espace euclidien et f € L(FE).
o) f est symétrique (ou auto-adjointe) si f = f*.

o) [ est anti-symétrique si f* = —f.
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o) f est orthogonale si f est inversible et f* = f~1.
Lemme 3.13. f € L(FE) est une isométrie < f est orthogonale.

Démonstration.

= : Supposons que f est une isométrie. Par [3.3 on sait que f est inversible. On
a alors, pour tous u,v € E :

(f(o)u) = (F), f(F T w)) = (v, [T ().

f isomorphisme

Cela montre que f~1 = f*.

< : Supposons maintenant que f est orthogonale. Pour tous u,v € E :

(f(w), f()) = (u, f(f () = (u, fT(f(v)) = (u,0).
Cela montre que f préserve les produits scalaires, et donc f est une isométrie.
m

Proposition 3.14. Soit f € L(E).

(i) f=f"< 3 BONE de E telle que Matg(f) symétrique < ¥ BON & de E,
Matg(f) symétrique.

(ii) f = —f*< 3 BON & de E telle que Matg(f) antisymétrique < ¥ BON &
de E, Matg(f) antisymétrique.

Démonstration. Faciles d’apres |3.11] O
Proposition 3.15. Soit F' C E un sous-espace stable par f € L(E), c’est-a-dire
f(F)CF.

(i) f(FH) C Pt

(ii) Si f est symétrique, orthogonale ou antisymétrique, alors f(F+) C F+.
Démonstration.

(i) Soit y € F+. Montrons que f*(y) € F+. Soit z € F, on a :

(f*(y),z) = (y, f(2)) =0,
car y € F'+ et donc (y, f(x)) = 0 pour tout = € F. Ainsi, f*(y) € F'*-.

(ii) Si f* = f, alors d’apres (i), on a f*(F+) C F* et donc f(Ft) C F*.
Si f* = —f, alors par (i), on a f*(F*) C F*, et donc f(F*+) C Ft car F*
est un sous-espace vectoriel stable par f.
Si f* = f71 alors par (i), f~1(F*) € F+. Comme f~! est bijective, il
préserve la dimension, et donc f~1(F1) = F*) ce qui implique f(F*) = F*+
par la théorie des ensembles. O]
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Remarque 3.16. Application fondamentale de : Supposons f symétrique
(ou anti-symétrique ou orthogonale) et F' un sous-espace de E tel que f(F) C F,
i.e., F' est stable par f. Soit £ une base de F et £ une base de F*. Comme
E=F®F*+ €:=& UE" est une base de E (concaténation de bases).

On a:
Matg(f) = (13 g)

(diagonale par blocs) ott A = Matg:(fir) et B = Mater(fp1).

3.3 Le groupe orthogonal
Rappels : I,, = Diag(1,...,1) € M, (R) est la matrice identité.

Définition 3.17.

(i) Une matrice A € M, (R) telle que "AA = I,, s’appelle une matrice orthogo-
nale.

(7i) Le groupe orthogonal de taille n xn, noté O,(R), est l’ensemble des matrices
orthogonales :

On(R) = {A € M,(R) | A est orthogonale}.

Proposition 3.18. O, (R) est un sous-groupe de GL,,(R) := {A € M,,(R) | A inversible }.

Démonstration.

o) L’élément neutre est I, € O,(R) : c’est une matrice orthogonale.
e) Soient U,V € O,(R). On montre que UV € O, (R) :
ovyov)y=vtouuov =vVI1,v="VV=I,.
Donc, UV € O,(R).
e) Soit U € O,(R). On montre que U~ € O,(R) :
=1, = U'='U

Ensuite,

ce qui montre que U~ € O,(R).
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Théoréme 3.19. Soit M € M,(R). Alors, M € O,(R) si et seulement si les
colonnes de M forment une base orthonormale de R"™, muni du produit scalaire
canonique.

T Y1

Démonstration. Soient X =| ¢ [etY =] : [.Ona

Tn Yn
<X, Y> = leyz = tXY € Ml,l(R)a
i=1
ou (-,-) désigne le produit scalaire standard sur R".
Soit M = (C]|...|C,) une matrice dont les colonnes sont C; € R"™. On a alors
"MM = ('CiCi)i<ijzn = ((Ci, Cj) )i<ijzn.
Par définition de la matrice orthogonale, M M = I,, si et seulement si

1, sii=yj,
0, sii#j.
Ce qui signifie que la famille (C4, ..., C),) est une base orthonormale de R™. O

Soit (E, (-,-)) un espace euclidien.

Proposition 3.20. f € L(E) est une isométrie < ['image d’une BON est une

BON.
Démonstration.
“=": Supposons f une isométrie et soit B(ey,...,e,) une BON. Alors,
1, sii=j
(f(ei), f(ej)) = (ei,e5) = 6ij = L
0, sii# ],
donc (f(e1),..., f(en)) est une BON.
P _ "ii2: nii2 _ N2 2 = 2
lall = IS medll? = I Eaf@lP [ = a2l = sl

=1

donc f est bien une isométrie (3.4)). O

Corollaire 3.21. Soit B = (ey,...,e,) une BON de E et soit V = (vq,...,0,)
une autre base de E. Soit M := Pg_,y, l'unique matrice telle que Me; = v;, Vi =
L,...,n. Alors, V BON < M € O,(R).
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Démonstration. Soit f € L(E) Papplication linéaire telle que f(e;) = v;, Vi =
1,...,n. On note M = Matg(f) (par définition). Alors, ¥ BON f isométrie

< M orthogonale. O

Exemple 3.22. Si 6 € R, les colonnes de la matrice

R(6) == ((:989 —sin9>

sinf cos0

(appelée matrice de rotation par 0) sont une BON de R? :

(ol () =t s == (2. (L)

et (Sln§ ) <_Czlsn ) = cos(t) sin(t) — sin(t) cos(t) = 0,
donc R(6 (R) -
Exercme R( ) — R(—0), V0 € R.

Lemme 3.23. Soit v = (Z) € R2. Alors, il existe § € R et A € Rxq tels que
v=AR(0) (é), ot R(0) est la matrice de rotation de ’angle 6.

Démonstration.

o) Posons A := ||v|| = Va? + b2
o) Si A =0, alors v = 0 et la propriété est triviale.

e) Supposons maintenant que A # 0. Posons x := § et y := % On a alors
2?2 +y? = 1.

e) Par conséquent, il existe un 6 € R tel que x = cos(f) et y = sin(f). Ainsi, on

peut écrire
v = AR(6) (é) ,

ou R(0) est la matrice de rotation d’angle 6.
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3.4 Questions de compréhension et exercices typiques

(i) Qu'est-ce qu'une isométrie ? Donner deux exemples. Faire des dessins sur
leur comportement.

(ii) Soit u_Llwv dans un espace euclidien E, et f: E — F linéaire. Est-il vrai que
f)Lf(u)?
(iii) Que dit le lemme de Cauchy-Schwartz? Pourquoi est-ce important pour la

définition d’un angle entre deux vecteurs?
(iv) Qu’est-ce que 'adjoint d’un endomorphisme ?
(v)

(vi) Prouver que f*(F+) C Ft.
)

Comment 1’écrire en termes de matrices ?

(vii) Qu'est-ce qu'un groupe orthogonal ? Donner deux éléments différents dans
ce groupe.
Exercice 3.1. Soit R” muni du produit scalaire canonique.

(i) Soit B = (fi,..., fn) une base orthonormée de R". Prouver qu'il existe une
matrice P € O,(R) telle que (Pfy,..., Pf,) soit la base canonique de R".

(ii) Soit (E,(,)) un espace euclidien, et f,g € L(F) deux isométries. Prouver
que f o g est une isométrie de F.
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4 Exposé 4 : Déterminants, I

But de l’exposé 4 : Dans les précédents chapitres, nous avons abordé les notions
de longueur, d’angle, et d’autres propriétés des vecteurs dans un espace euclidien.
Maintenant, nous allons nous intéresser a la question du volume. Cette question
sera traitée a 'aide des déterminants des matrices.

4.1 Déterminants d’ordre 2

Question : On cherche le volume Vol(v, w) du parallélogramme engendré par

=) - (e

Solution : Vol(v,w) = |det(M)| est la valeur absolue du déterminant de M =
(v|w) € M2(R) ou
det(M) := ad — bc € R.
Comment le vérifier ¢ On suppose que Vol(v, w) satisfait les propriétés suivantes :
(i) Si 6 e R, Vol(R(0)v, R(#)w) = Vol(v,w). (Invariance par rotation)

(ii) Sia,b € R, Vol((% 2) v, (8 2) w) = |al|b] Vol(v, w). (Prolongement par

des scalaires)
(iii) Vol(v,w) = Vol(w,v). (Invariance par permutation)
(iv) (e1,e) la base canonique de R?, alors Vol(ey, e5) = 1. (Volume standard)
(v) Si A € R, alors Vol(v, \v + w) = Vol(v, w). (Invariance par déformation)
On va vérifier que la valeur absolue | det(M )| du déterminant satisfait les mémes
propriétés, et de plus | det(M)| = Vol(v, w).

a b

Remarque 4.1. Soit M = <c d> € My (R). Alors,

det(M) = ad — be # 0 < M est inversible.

En fait, M inversible < Ker(M) = 0, et nous avons :

; £

cela donne le systeme d’équations :

Ly: ax+by=0
Ly: cx+dy=0
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En multipliant L, par d et Ly par —b, on obtient :

dL; —bLy = (ad —bc)x =0,
et en multipliant Lo par a et L; par —c, on obtient :

alLy —clLy = (ad —bc)y = 0.
Ainsi, si det(M) = ad — be # 0, cela implique que z =y = 0.

o) Sidet(M) =0, on peut dériver la relation suivante :

)

ce qui montre que les colonnes de M ne sont pas linéairement indépendantes.
Cela prouve que M n’est pas inversible car les colonnes ne forment pas une
base (ou si d =c¢ = 0).

4.2 Déterminants d’ordre supérieur

On suppose K =R ou K = C.
Notations : Sin > 1 et p > 1 sont deux entiers. Si C1,...,C, sont n vecteurs
colonnes de K”, on note (C4]...|C,) la matrice M, ,,(K) dont les colonnes succes-
sives sont C,...,C,. Si A € M, (K) et si i et j sont deux entiers compris entre
1 et n, on note A, ; € M,,_;(K) la matrice carrée de taille n — 1 obtenue a partir
de A en supprimant dans A la i-eme ligne et la j-éme colonne.

On définit par récurrence sur n > 1 une application

det : M, (K) — K

de la facon suivante :
o) sin=1,et A= (a), on pose det A =a;
o) sin > 1etsidet: M, 1(K) — K est bien définie, on définit, pour A =
(aij)i<i<n € Mu(K),
1<j<n

det A = 1,1 det A171 — a2 det ALQ —+ 4 (—1)”_1a17n det Al,n

= Z(—l)i_lau det Al,i~
i=1
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On a donc bien défini, pour toute matrice A € M,,(K), un scalaire det A € K,
appellé le déterminant de A. On le note aussi

a1,1 Qi -0 Qi

g1 G292 --- d2n
detA=| )

an71 .« e .. an,n

Exemple 4.2. (i) Sin=2,0n a

det(4) = |*

‘ = a - det(d) — bdet(c) = ad — be

comme défini dans .11

(ii) Sin=3,ona

ay1 Ai2 ais
det(A) = |az1 a2 a23

asz1 a2 ass
= ay 1 det(A11) —arpdet(Ars) + arsdet(A3)

Q29 023
a3z 0433

G271 023
azi 0asgs

Q21 A22
azi as2

=da1a

) )

= (11022033 — G1,1G3 2023 — A2,1012033 + (21032013 + A31012023 — (3102201 3.

4.3 Opérations sur les colonnes d’un déterminant, I

Théoreme 4.3. L’application det est linéaire en chaque colonne. Plus précisé-
ment, étant donné n > 1, ainsi que 1 < j < n et n — 1 wvecteurs colonnes
Ci,...,C;21,Ci4q, ..., Cy de K™, alors Uapplication
K" — K
C det(Cll\C],ﬂ\C/'/]C]H]\Cn)
J

est linéaire, c’est-a-dire

VC, Cl S Kn, VA e K, det(01| c ’C]_1|C + )\C/|Cj+1| c. |Cn)
= det(C’1| c. |Cj_1|C|Cj+1‘ c. |Cn) + )\det(C’1| C |Oj_1|C,|Cj+1| c. |On)

Démonstration. Par récurrence sur n :

o) n=1V
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e) n > 2 : Supposons vrai pour n — 1. Montrons que det(A) est linéaire par
rapport a la k-eéme colonne. Par définition, det(A) est une somme de termes
de la forme (—1)"*ay;det(Ay;), avec j = 1,...,n. 1l suffit de montrer que
chacun de ces termes dépend linéairement de la k-éme colonne de A :

o) Sij # k, on a que ay; ne dépend pas de la k-éme colonne de A, et la
matrice A;; contient la colonne

Ao

Ank

(comme k-éme colonne si k < j, comme (k — 1)-éme colonne si k > j).
Par hypothese, det(A;;) est linéaire par rapport a cette colonne. Donc,
(—1)"*ay; det(A;;) dépend linéairement de la k-éme colonne de A pour
j=1,...,n.

o) Sij =k, a;; = a1 dépend linéairement de la k-éme colonne de A et
Ay ne contient pas la k-éme colonne. Donc, (—1)'ay; det(A;;) dépend
linéairement de la k-éme colonne de A pour j =1,...,n. n

4.4 Questions de compréhension et exercices typiques

a b d c 20
. . . o
(i) Quel est le déterminant de (c d)’ de (a b)’ de (2 5) !

(ii) Que dit la linéarité de 1'application det par rapport a chaque colonne ?

Exercice 4.1. Vérifier que application R? x R? = R, (v,w) — | det(v|w)]| satis-
fait les propriétés (i) — (v) dans
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5 Exposé 5 : Déterminants, 11

But de l’exposé 5 : La définition d’un déterminant n’est pas la fagon dont on
veut le calculer (car la définition inductive donne une somme avec beaucoup de
termes). On va maintenant développer des méthodes pour faciliter le calcul des
déterminants.

5.1 Opérations sur les colonnes d’un déterminant, II

Lemme 5.1. Soit A € Mat, (K) une matrice carrée de taille n x n. Si deuz
colonnes adjacentes de A sont égales, alors

det(A) = 0.

Démonstration. Par récurrence sur n.

o) Cas de base : n=2.51 A = <CCL i), alors

det(A) = ac — ca = 0.
Dong, le résultat est vérifié pour n = 2. v/

¢) Hypotheése de récurrence : Supposons que la propriété est vraie pour une
matrice de taille n — 1. Montrons qu’elle est vraie pour n > 3.

Soit A = (C41|Cy| ... |C,) une matrice de taille n x n, avec C; € K™ pour tous
1=1,...,n. Supposons que Cj = Cj,1 pour un certain k.

o) Sij¢ {k,k+ 1}, alors la matrice Ay; (qui résulte de la suppression de
la premiere ligne et de la colonne j de A) contient deux colonnes égales
adjacentes, ce qui implique par hypothese de récurrence que det(A4;;) =
0.

e) Donc, le déterminant de A peut s’écrire comme

det(A) = (—1)1+ka1k det(Alk) + (—1)1+k+1a1,k+1 det(ALkH).

Or, comme C} = Cj41, nous avons Ay, = Ay x4+1. Par conséquent, nous
obtenons

det(A) = (—1)"*ay, det(Ay) + (—=1)" " ay, det(Ayy,) = 0.

Ainsi, det(A) = 0 lorsque Cy = Cx.1, ce qui conclut la démonstration. [
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Lemme 5.2. 57 dans un déterminant on échange entre elles deux colonnes adja-
centes, le déterminant change de signe.

Démonstration. Soit A = (C4]...|C,) € Mat,(K). Remplagons dans A les co-
lonnes j et j + 1 par leur somme, donc par [5.1] et

0 =det((Cy]...|C; + Cia|Cj + Cja] ... |Cr))
= det((Ch]...|C5|C5] .. |Cn)) + det((Ch] ... |Cj4a] Tyl . - - |CR))
=0
+det((Ch]. .. [Cj41|Cyl ... |Crn)) +det((Cy] . .. |Cj1|Cipal - - - [Cn)),
=0
alors det((Ch] . [Craa|C5] . [Cu)) = — det(Ch] ... |C5Ca] - .. |C)). =

Corollaire 5.3. Soit A = (C4|...|C},) € Mat, (K).
(i) Si C; = Cy pour i # k, alors, det(A) = 0.
(ii) Si on échange deux colonnes de A, le det(A) change de signe.

(iii) On ne change pas un déterminant en ajoutant a une colonne une combinaison
linéaire des autres colonnes.

Démonstration. (i) Par échanges successifs entre colonnes adjacentes, on peut modi-
fier la matrice A jusqu’a ce que les colonnes égales deviennent adjacentes. Chaque
échange de colonnes change le signe du déterminant. Apres les échanges, les co-
lonnes adjacentes étant égales, on conclut que det(A) = 0 grace au Lemme

(ii) La démonstration de est applicable ici, grace a (i) et a l'idée que 1’échange
de colonnes adjacentes n’affecte pas I’égalité des colonnes, ce qui implique que le
déterminant est nul.

(iii) Soit 1 <k <met A1,..., A\g—1, \k+1,---,A\n € K. Considérons la matrice obtenue
en remplacant la k-éme colonne par la combinaison linéaire
Cr+Y_NCi
i#k

Par la linéarité du déterminant en chaque colonne (cf. Théoréme 4.3, on a :

det((C]...|Cht D NGyl ... |Cn)) = det((Chl ... |Chl ... [Co))+ D Nidet((Ch] ... |Ci] . ..

1#£k 1#£k

Pour ¢ # k, on a det((C1|...|Ci|...|Cr)) = 0 car deux colonnes sont égales (la
k-éme et i-eéme). Ainsi, on obtient :

det((C1|...[Cr 4+ Y _NCil...|Cr)) = 0.
i#k
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Exemple 5.4. [5.3| aide énormement pour calculer des déterminats :

0
1

Par contre, la définition du déterminat donnerait :
1 1 =2
0 1 1|=1 ‘
2 -1 1

1 1
-1 1

01
2 1

0 1

ORI R
Corollaire 5.5. Soitn > 1 et soit A € M, (K). La matrice A est inversible si et

seulement si det(A) # 0.

Démonstration. Récurrence sur n. Pour n = 1, on a déja la validité du résultat
(cas trivial).
Soit B une matrice obtenue a partir de A par les opérations suivantes :

(i) permutation des colonnes,
(ii) addition a une colonne une combinaison linéaire d’autres colonnes,
(iii) multiplication d’une colonne par un scalaire A # 0.

Les colonnes de A et de B engendrent le méme sous-espace de K", ce qui im-
plique que A est inversible si et seulement si B 'est. Par les résultats des Lemmess

6.3 et 3], on a aussi :
det(A) # 0 < det(B) # 0.

Ainsi, nous pouvons remplacer A par une telle matrice B.

= : Si A = (a;;)1<ij<n est inversible, alors il existe un j € {1,...,n} tel que
ai; # 0. On peut obtenir une matrice B telle que la premiére ligne de B
soit (1,0,...,0). Ainsi, det(B) = det(B;1) ou By est une sous-matrice de
B. Par hypothese de récurrence, By ; est inversible, donc det(B;;) # 0 =
det(B) # 0 = det(A) # 0.

< : Si A n’est pas inversible, les colonnes C;,Vi = 1,...,n, ne sont pas linéaire-
ment indépendantes. Ainsi, il existe des scalaires A1,..., A\, € K tels que :

)\101+>\202++>\n0n20

Ai
i e
obtient une matrice B = (C4]...|0|...]0) ou la j-éme colonne devient nulle.
Ainsi, det(B) = 0 et donc det(A) = 0. O

et pour un certain j, A\; # 0. En ajoutant ) C; a la colonne Cj, on
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5.2 Déterminant d’une famille de vecteurs

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1 et soit B = (ey, ..., e,) une
base de E. On rappelle 'application linéaire

Xg: F — K™, Ui—>< “ )

-

ouv=ae; + ...+ aye, (A.10).

Définition 5.6. Soit (vy,...,v,) une famille de n vecteurs de E. Le déterminant
de la famille (vq,...,v,) dans la base B est le scalaire

det g(vy, ..., v,) = det((Xp(v1)|...|Xg(v,)) € K.

Autrement dit detg(vy, ..., v,) est le déterminant de la matrice carrée de taille
n x n dont la 7-iéme colonne est le vecteur colonne des coordonnées de v; dans la

base B.

Théoréme 5.7. 1) L’application detg : E™ — K est linéaire en chaque va-
riable. Autrement dit si 1 < i < mn et si vy,...,0;_1,Vi41,...,V, Sont n — 1
vecteurs de E, alors l’application

E — K
v +— detg(vi, ..., Vi1,V Vik1, -, Up)

est linéaire.

2) L’application detg est alternée, autrement dit pour (vq,...,v,) € E™, et pour
1<j,o0na
det g(v1, ..., Vi .oy U, Uy) = —detp(vr, ..y U ool UL, V).

v . . .
indice 1 indice j

Démonstration. Conséquence imédiate du et et de la linéarité de Xp(—).
O

Théoreme 5.8. Soit £ un K -espace vectoriel de dimension n. Soit B une base de
E. Soit (vy,...,v,) € E™ une famille de n vecteurs de E. Alors detg(vy, ..., v,) #
0 si et seulement si la famille (v, ..., v,) est une base de E.

Démonstration. La famille (vy,...,v,) est une base de £ < (Xg(v1),...Xp(v,))
est une base de K" (car Xg: E — K" est un isomorphisme) < la matrice

(Xg(v1)] ... | XB(v,)) € My (K) est inversibledetg(vl, ooy vp) = det((Xp(vy)] - | Xs(vn)) #
0. [
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5.3 Rappels sur les permutations

Soit n > 1.
Définition 5.9. Une permutation (den éléments) est une applicationo: {1,...,n} —
{1,...,n} bijective. On note par S, l’ensemble des permutations o de {1,...,n},

et par o: S, X S, = Sy, (0,7) — o o7 le composition des permutations.
Lemme 5.10. (S,,0) est un groupe de cardinal n!.

Démonstration. o) o est bien défini : la composition des applications bijectives
est bijective.

o) L’identité de {1,...,n} est I’élément neutre.
o) Par bijectivité, chaque o € S,, admet un inverse.

e) S, an! élément : Pour o(1) on a n choix, pour o(2) on a n — 1 choix (car
o(1) # a(2)),..., pour o(n) on a un seul choix.

0
Remarque 5.11.

o) 0 € S, est un cycle (de longueur 1 < k < n) si et seulement si il existe des
éléments distincts aq,...,a; € {1,...,n}, tels que :

o(a)) = ag, o(ay) =as, ..., olag_1) = ax, o(ag) = ay,
et o(b) =bpourbe{l,....,n}~{a,...,a}.

o) Toute permutation o € S,, peut s’écrire comme un produit de cycles disjoints.
Par exemple, la permutation

s’écrit comme produit de cycles disjoints :
c=(12)(354),

ou le 2-cycle (1 2) et le 3-cycle (3 5 4) sont disjoints, c’est-a-dire que leurs
supports sont disjoints. Le support d'une permutation 7 € S, est défini par :

supp(r) ={k € {1,...,n} | o(k) # k}.
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o) Une transposition est un cycle de longueur 2, c’est-a-dire un 2-cycle.

o) Sioy, 09 €S, et supp(oq)Nsupp(oz) = 0, alors les cycles oy et oy commutent,
c’est-a-dire que o109 = 0907.

o) La signature est un morphisme de groupes ¢: S,, — {£1} tel que, pour un
k-cycle o, on a :
e(o) = (—1)F

On a les propriétés suivantes :
e(oq 0 09) = e(01)e(02),

et
e(07h) = (o)™ = £(0),

car € est un morphisme de groupes avec valeurs dans {£1}.

e) Le noyau de € est le groupe alterné, noté A,,. Ce groupe, pour n > 2, est un
groupe d’ordre n!/2.

Lemme 5.12. Toute permutation o € S,, est un produit de transpositions.

Démonstration. Si o € S, est un k-cycle o(a1) = ag,...,0(ax) = a1, alors 0 =
(a1az2)(azas) ... (ag—1ar). En général, o € S, est un produit de cycle. O

5.4 Une formule explicite pour le déterminant

Proposition 5.13. Soit A = (a;;)1<ij<n € Mn(K). Alors,

det(A) = Y~ &(0)as)1 - Ao(mn:

O'ESTL

Cette formule n’est pas bien pour calculer det(A), par exemple pour n =5 on
a 120 = 5! termes. Mais elle aide pour la théorie des déterminants.

Exemple 5.14. Soit A = (a;)1<ij<3 € M3(K) et (eq,...,e3) la base canonique
de R?, alors

3 3 3 3
det(A) = det(D_asiei] D ajoei| > arser) = D aiiajoan s det(elejler).
i=1 j=1 k=1

1,5,k=1

On a det(e;lejlex) = 0 si (au moins) deux des indices 14, j, k sont égaux. Il reste
donc dans cette somme seulement les termes correspondants a (i, j, k) pour 4, j et
k différents et variant de 1 & 3 = correspond a toutes les permutations de {1, 2, 3}.
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On change alors la notation et on pose : i = o(1),7 = 0(2),k = 0(3) por o € Ss,
et on a

det(A) = Y Go(1)100(2).200(3).3 det(es) o) €o(3))-
o€ES3

Par5.12 et 5.3 on a

det(es(1)|es(2)|€a(3)) = (o)det(e1]ez]es) = (o).
=1
Démonstration del5.13 La méme comme pour n = 3 ([5.14)) grace a la formule :

n

n n
det(z ai171€i1| N | Z aimnein) = Z Qi) 1Qi52 - gy det(ei1| e |€Zn)
i1=1 in—1 i1yemin=1
En fait, si i, = i; pour i # j on a det(e;, | ... |e;,) = 0 (par [5.3). Donc, la derniere
somme est
> o Gomyndet(€o)] - |eotm))- O

O’ESn
=¢(0)

5.5 Opérations sur les lignes

Théoréme 5.15. Soit A € M, (K). On a det(*A) = det(A).

Démonstration. Soit A = (a; j)1<i j<n. Par la formule explicite du déterminant via

les permutations (cf. ,ona:
det<A) = Z 6(0-) Ao(1),1 * Qo(n),ns

oESy

ou S, est 'ensemble des permutations de n éléments, et (o) est la signature de
la permutation o.

L’application ¢ + o~ ! de S, dans S, est bijective, et on a (o) = (o™ 1).
Ainsi, en effectuant le changement de variable o — o1, on obtient :

Y e(0) agyr - Aomyn = Y £(0) Ag1(2)1 Aot ny -

c€Sn ogeSy

Maintenant, en utilisant le fait que pour toute permutation o, on a
A=1(1),1 * Ao=1(n);n = H Ao=1(3),i = H Aj.0(5)>
i=1 j=1
ou l'indice j est lié a l'indice ¢ par o(j) = i, on obtient :
det(A) = Z 8(0‘) A1,0(1) * On,o(n) = det(tA).
O'ESn

Ainsi, on a bien det(*A) = det(A). O
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Théoréme 5.16. Soit n > 1.
1) L’application det: M, (K) — K est linéaire en chaque ligne.
2) Une matrice carrée A € M,,(K) ayant deuz lignes égales vérifie det A = 0.

3) Si on échange deux lignes d’une matrice carrée A € M, (K), on multiplie
son déterminant par —1.

4) Soitn > 1 et soit A € M,(K). Soit B la matrice obtenue d partir de A en
ajoutant a une ligne de A une combinaison linéaire des autres lignes de A.

Alors det B = det A.
5) det(A) # 0 & les vecteurs lignes de A sont indépendants.

Démonstration. Grace a 515 on déduit le cas des colonnes. O

Théoréme 5.17. Soit n > 1 et soit A € M, (K).
1) Soit 1 <i<n. On a alors

det A = Z(—l)”jai,j det Ai,j;
j=1

on dit qu’on a développé det A selon la i-iéme ligne.
2) Soit 1 < j <n. On a alors

det A = Z(—l)iﬂam det Ai,j;
i=1

on dit qu’on a développé det A selon la j-ieme colonne.

Démonstration. Par définition, 1’énoncé est vrai pour le développement selon la
premiere ligne (4.2). Par permutation et transposition on déduit ce cas. ]

Définition 5.18. Soit A € M, (K). On appelle cofacteurs de A les scalaires
définis par -
COij(A) = (—1>’L+‘7 det(Al-j),

pour 1 <i,5 <n, ot A;j désigne la sous-matrice obtenue en supprimant la i-éme

ligne et la j-éme colonne de A (cf. .
Exemple 5.19. Soit

1 -2 3
A=(2 1 0
1 -1 2

Nous allons calculer det(A) de deux manieres différentes :
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e) Développement selon la troisiéme ligne :

-2 3 1 3 1 -2
=12 -y sl 7

Calculons les mineurs :
det(A) = 1-((=2)(0) = (3)(1)) +1- ((1)(0) = (3)(2)) +2- (1)(1) — (=2)(2)).
Ce qui donne :
det(A)=1-(=3)+1-(—=6)+2-(5) =—3—-6+10= 1.
¢) Développement selon la troisiéme colonne :

2 1
1 -1

1 -2

1 -1

det(A) = 3‘ 5 1

o A

Calculons les mineurs :

det(A) =3 - ((2)(=1) = (1)(1) +2- (1) = (=2)(2)).

Ce qui donne :
det(A) =3-(-3)+2-(5) =—-9+10=1.
Ainsi, dans les deux cas, nous obtenons det(A) = 1.

Remarque 5.20. Soit A € M,,(K). But : calculer det(A). Méthode :

(i) Appliquer des opérations sur les lignes ou les colonnes afin d’obtenir une ligne
ou une colonne comportant beaucoup de zéros (par exemple, n — 1 zéros).
Supposons qu’il s’agit de la i-eme colonne.

(ii) Développer selon une ligne ou une colonne qui contient beaucoup de zéros
(par exemple, la i-éme colonne obtenue a l’étape précédente).

(iii) Ainsi, le calcul de det(A) se réduit au calcul de déterminants de matrices
By, ..., By de taille n — 1.

(iv) Répéter ce processus avec les matrices By, .. ..

Exemple 5.21.

1 -2 1 3 4 1 -2 1 3 4
1 -1 0 2 4 0 1 -1 -1 0
2 1 3 12 = 105 1 -5 —6
1 0 1 1 3 ajouté 1.ligne 0 -2 9 4 7
0 1 -1 1 3 o 1 -1 1 3
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1 -1 -1 0 1 00 0

_ 1. 5 1 -5 —6 _ 5 6 0 —6

développé selon 1.colonnoe —2 2 4 7 ajouté 1. colonne -2 0 2 7

1 -1 1 3 1 02 3
6 0 —6

2
développéilon 1.ligne 02 7 développé szi)n 1.colonne . |2 ’;| :6(6_ 14) =48

0 2 3

Définition 5.22. Soit A = (a;;)1<i<n € M, (K) une matrice carrée. On dit
1<j<n

qu’elle est triangulaire supérieure si a;; = 0 pour @ > j. Elle est triangulaire
inférieure si a; ; = 0 pour i < j.

Théoréme 5.23. Soit A € M, (K) une matrice triangulaire supérieure ou infé-
rieure. Alors N
det A = H Qg
i=1
En particulier, une matrice triangulaire est inversible si et seulement si tous ses
termes diagonaux sont non nuls.

Démonstration. On dévéloppe n-fois selon la premiere ligne ou selon la premiere
colonne 517 O

Théoréme 5.24. Soit A € M, (K) une matrice triangulaire supérieure ou infé-
rieure. Alors

det(A) = H Qg -
=1

En particulier, une matrice triangulaire est inversible si et seulement si tous ses
termes diagonauzr sont non nuls.

Démonstration. Soit A = (a;j)ij, B = (bij)i; et soit C = AB, C' = (¢;). Donc,

2,7

n
Cik = > @;jbjr. Sion note Cy, k=1,...,n les colonnes de C on a :
Jj=1
n
Cr = Z bjkay,
=1

ot A = (a] .. [an). Done, det(AB) = det(Ch| ... |Cy) = det( 3 bjuay|...| 3 bjnay) =
]:1 ]:1 mearite
i biy 1biy 2 -+ - by, ndet(ai,, aiy, . .., a5,). Sid; = ix pour j # k, le term cor-
B1yeeeyin=1
respondant est nul, donc det(ABb) = Y bo1)1 - bom)n det(as)| - - - |aom)) =
ogESy
> €(0)bo(1),1  *  bo(myn det(ar] . . . |an) = det(B) det(A). O

O’GSn
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Corollaire 5.25. Si A € M, (K) est inversible, alors det(A™!) = ﬁ(A)'

Démonstration. Puisque A est inversible, on a AA~! = I,,, ou I, est la matrice
identité de taille n.
En appliquant le déterminant des deux cotés de 1’égalité, on obtient

det(AA™) = det(I,).
D’une part, par propriété des déterminants, on a
det(AA™) = det(A) - det(A™).
D’autre part, det([,,) = 1 car la matrice identité a un déterminant égal a 1.
Ainsi, on a ’égalité
det(A) - det(A™") = 1.
En isolant det(A~1), on obtient

1
det(A™) = det(A)’
[
Corollaire 5.26. Si A, B € M,,(K) sont semblables, alors det(A) = det(B).
Démonstration. AP € M,,(K) inversible telle que A = PBP~!. Donc, det(A) =
det(PBP™1) = det(P) det(B) det(P™1) det(B). O

5.6 Questions de compréhension et exercices typiques

(i) Faire le preuve de (i), et des quelques points de [5.6]

(ii) Qu’est-ce que le signe (o) d'une permutation ¢ € S,, 7 Comment peut-on le
calculer ?

(iii) Vérifier [5.4] pour n = 2 en écrivant les deux cotés explicitement.

1 23 456

Exercice 5.1. (i) Calculer (o) pouraz(3 591 6 4

) , et écrire o comme

un produit de cycle.

20 2 4 2 0 2 4
. 1 10 0110
(ii) Trouver 0110 et 01 2 o

20 2 5 20 2 5
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6 Exposé 6 : Déterminants, III

But de l’exposé 6 : On va finalement expliquer le lien entre le volume et le
déterminant (énoncé dans exposé [4). On va prouver la formule de Cramer qui
donne une fagon pour trouver l'inverse d’une matrice inversible.

6.1 Volume et déterminants
Remarque 6.1. Soit # € R. On a d’apres [3.22):

cos(f) —sin(h)

det(R(0)) = sin(f)  cos(f)

i = cos(f)? + sin(0)* = 1.

On revient a la discussion du volume de I'exposé [4]

Corollaire 6.2. Soit K =R, n =2, etv,w € R2. On définit le volume Vol(v,w) :=
| det(v|w)|, qui est la seule fonction R* x R* — Rsq vérifiant les propriétés sui-
vantes :
(i) Si6 € R, alors Vol(R(8)v, R(#)w) = Vol(v,w), ou R(0) désigne une rotation
dans R?. (Invariance par rotation)

(i) Sia,b € R, alors

a 0O a 0
Vol ((O b) v, (0 b) w) = |al|b] Vol(v, w).

(Prolongement par des scalaires)
(#i) Vol(v,w) = Vol(w,v). (Invariance par permutation)
(iv) Soit (e1,e2) la base canonique de R?, alors Vol(ey, e3) = 1. (Volume standard)
(v) Si XA €R, alors Vol(v, \v + w) = Vol(v,w). (Invariance par déformation)

On appelle Vol(v,w) le volume du parallélogramme engendré par v et w.

Démonstration.
e) La fonction Vol(v,w) vérifie les propriétés (i)-(v) :

(i) ¥O}ER(6))U7R<9)UJ) = | det(R(0) - (v|w))| = | det(R(6)) - det(v]w)] E1

(ii) Comme (i), mais avec R() remplacé par la matrice
a 0
0 b)’
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(iii) Par ;

Vol(v, w) = | det(v|w)| = | — det(w|v)| = Vol(w, v).
(iv) Si Iy € My(R) est la matrice identité, alors det(/z) = 1.
(v) Par
Soit @ : R? x R? — Ry la fonction qui vérifie les propriétés (i), (ii), (iii),
(iv), et (v). Montrons que ®(v,w) = Vol(v,w) pour tous v, w € R2. Cela est
clair si v = w = 0. Supposons donc que v # 0 ou w # 0. Par permutation,

c’est-a-dire (iii), supposons v # 0. Par [3.23] il existe A € R et § € R tels que
v = AR(#)e;. Donc,

&(v,w) "L\ B(er, R(O)w),

et de méme, Vol(v,w) = |A\|Vol(ey, R(6) 'w). Ainsi, on peut supposer que
v = e;1. Par (v), on peut réduire au cas ou w = pey pour un p € R. Donc,

(er, w) 2 [ul®(er, e0) E [l = [ulVol(er, w). 0

Remarque 6.3 (sans démonstration). Plus généralement :

6.2

Vol: R" x ... x R" = R, (x1,...,2,) — |det(zq]...|z,)]

calcule le volume du cube engendré par xq,...,z, € R".

Formes multilinéaires alternées

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.

Définition 6.4. (i) Une forme n-linéaire sure E est une application f: E™ —

K telle queV 1 < i < n et pour tout (n—1)-tuplet (vy, ..., 0i—1,Vit1,...,0p) €
E"=t, Uapplication

E— K, v f(u,...,01,0,0i41,.,0p)
est linéaire.
(ii) Une forme n-linéaire sur E est dite alternée si V(vy,...,v,) € E™ et i < j
on a
f(vl,...,.v\i ey U e Uy) = —f(V1,..., ey U yeeUp)-
t—eme j—éme i—eéme Jj—eme
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Exemple 6.5. Si B est une base de F, 'application detg est une forme n-linéaire
alternée sur E.[(.2]

Théoréme 6.6. Soit f une forme n-linéaire alternée sur E et soit B = (e, ..., e,)
une base de E. Alors il existe o € K tel que f = adetg.

Démonstration. Posons a = f(eq,...,e,) et g = f—adetp. Alors, g est une forme
n-linéaire alternée (facile a vérifier, car une combinaison linéaire d’applications
linéaires est linéaire). Montrons que g est nulle. Soit (vy,...,v,) € E. Ecrivons
V; = Z?:l Qi;€q, Aij e K. AIOI'S,

n n n
g(vg, ..., v,) = Z ai; j9(€is - i)
=1 in=1j=1
Deux cas :
o) Si 3j < k tel que iy = i;, alors g(e;,,...,e;,) =0, car g est alternée.

) Sinon, on a i; = o(j) pour une permutation o, et comme g est alternée,
glei,...,ei)=c(o)gler,....en) =c(o)(fler,...,en)—a dgt(el, coen)=0

(car detg(ey,...,e,) = 1 et a = f(er,...,e,)). Donc, g(vi,...,v,) = 0 et
g=0. O

Corollaire 6.7 (Formule du changement de base). Soient B = (ey,...,e,) et
B = (fi,...,[n) deux base de E. Alors on a, pour tout (vy,...,v,) € E" :

det g(vy,...,v,) = detp(fi, ..., fn) = det(Pgop)det g (ve, ..., 0,).

Démonstration. On considére la forme n-linéaire alternée dets(—). Le théoréme
affirme qu'il existe un a € K tel que detg(—) = adetp (—). En particulier, on

a a = detg(fi,..., fn) (car detg/(f1,..., fn) = 1), et la matrice Matg(fi|...|fn)
est la matrice de changement de base Pg_, 5. O

6.3 Formule de Cramer

Définition 6.8. Soit A € M,,(K). La comatrice, ou matrice des cofacteurs, de A
est la matrice Com(A) € M,,(K) définie par

Com(A) = ((—1)i+j det(Ai,j))lgign .

1<5<n
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Théoréme 6.9. Soit A € M, (K). On a
"Com(A)A = A' Com(A) = det(A),.
En particulier, si A € M,,(K) est inversible, on a
A7 = (det A)"" Com(A).

Démonstration. Posons B ="' Com(A)A = (b;;);;. Alors :

n

bij = Z COfkﬂ'(A)ak’j = Z(—l)k-ﬂ det(Am)akj.
k=1 k=1

On a b; = det(A) (développement selon la i-eme colonne). Si ¢ # j on a b;; = 0,
car :

a1 ... A1y ... Q15 ... Qin

bi,j = COfLZ‘(A)al’j + ...+ cofnyi(A)aw = |... ...1=0
Qn,1 Qp,j Qn, j QAnn

. - Li=g ;
par développement selon la ¢-éme colonne. Donc, b; ; = 0, i et ' Com(A)A =
y V7
det(A)I,. De méme, A* Com(A) = det(A)I, par un calcul analogue. O
Exemple 6.10. Soit A = (i 2) € GLy(K). Alors

L1 d —b
A _ad—bc<—c a>'
6.4 Utilisation d’un déterminant pour évaluer le rang

Soit p,n > 1 et A € M, ,(K). Soit r < min(p,n). On appelle mineur d’ordre
r de A un déterminant d’une sous-matrice carrée de A obtenue en sélectionnant r
lignes et r colonnes de A.

Exemple 6.11. La matrice A = (le g 6) possede trois mineurs d’ordre 2. Il
s’agit de

1 2 1 3 2 3

s e o

Théoréme 6.12. Soit A € M, ,,(K) et soit r = min(p,n). Alors A est de rang r
si et seulement si A posséde au moins un mineur d’ordre r non nul.
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Démonstration.

°)

Cas ot p < n. Ecrivons A = (Cy]...|C,), ot C; € KP, pour tout i = 1,...,n.
On a

rgA = p < la famille (C4, ..., C,) est une famille génératrice de K?,
& on peut choisir une base parmi les C, ..., C, qui est une base de K?,
& Jiyp < ... <ip €{l,...,n} tel que (C;,,...,C;,) est une base de K?,

< 3 un mineur d’ordre p non nul de A.

Si p > n, on utilise I’égalité rgA = rgt A.

Questions de compréhension et exercices typiques
Expliquer pourquoi la formule de Cramer n’est pas treés utile pour trouver
I'inverse d’'une matrice inversible A. Quelle méthode plus adaptée ?

Ecrire les formules pour le développement d’une matrice par rapport & une
ligne et par rapport a une colonne.

Exercice 6.1. Calculer le volume du parallelogramme engendré par <?> et (4 3).
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7 Exposé 7 : Réduction des endomorphismes, I

But de l’exposé 7 : Nous commencons avec la theorie de réduction des endo-
morphisme. Le but du réduction est de transformer une matrice dans une forme
particulierment simple, par exemple une matrice diagonal. Nous donnons une ap-
plication aux systemes d’equations differentielles.

Soit K =R ou K =C.

7.1 DMotivation pour la réduction des endomorphismes

Y1
Soit m > 1, A € M,(K)ety=1|...| € K™ En général, on s’interesse aux

Yn
solutions d’equation

{v e K" [y = Ax},

et dans le cours d’algebre linéaire I on a appris des méthods puissant (algorithme
de Gauss,...) pour trouver toutes solutions (et en particulier de décider si il y a
une...).

Un cas est particulierment simple.

Définition 7.1. A € M, (K) est diagonalisable si il exists P € GL,(K) tq
P7'AP = D = Diag(\y, ..., \,) est une matrice diagonale des termes Ay, ..., \, €
K.

Dans ce cas, y = Ax ssi y = Dx’ ou ¢/ := Py, 2’ := Pz. L’ensemble
{z' € K" |y = Da'}

est facile de trouver : si \; # 0 pour i = 1, < n, alors on a

/

/ u

/ = M
/ !

X Yn

n )\n

pour un pu € K™, et donc on trouve x = P72/ = P71D™1y/ = P~1D~1 Py aussi.
Un autre cas est aussi accessible.

Définition 7.2. A € M, (K) est triagonalisable si il exists P € GL,(K) tq
P7YAP =T est une matrice triangulaire superieure.

En effet, si A = (a;;);; est triangulaire superieur et y = Az, alors x; = af’}yl
(si @y est inversible), xo = ﬁ(yz —a12%1) (si ags est inversible), 3 = . ... Donc,
on peut par recursion trouver z a partir de y (si A est inversible).

48



Réduction des endomorphismes : Etant donné A € M,,(K), on cherche P €
GL,(K) tq la matrice B = P71AP, qui est semblable & A (par définition), a une
forme particulierment simple.

Nous allons prouver grace a la réduction des endomorphismes.

Théoréme 7.3. Soit K = R et A € M, (R) symétrique. Alors, A est diagonali-
sable.

Démonstration. [10.21 O
Théoréme 7.4. Soit K =C et A € M, (C). Alors, A est trigonalisable.
Démonstration. O

Remarque 7.5. Si une matrice A est diagonalisable, on peut calculer A%, i > 0 de
la maniere suivante : determiner P € GL,(K) tq P"'AP = D = Diag(\, ..., \y)
soit diagonale. Alors,

A" = (PDP Y = PDP'PDP ... PDP! = PD'P!

i—facteurs

et D' = Diag(\},...,\!) est facile & determiner.

C’est montrer que la réduction des endomorphisms soit utile pour des autres
questions aussi. Dans nous donnons une autre application tres importante.

7.2 Une application aux systémes d’équations différentielles
linéaires

Soit I C R une intervalle, 0 € I. Si z: I — C est une fonction C!, i.e., derivable,
on pose ' := fl—f.
Remarque 7.6. Soit A € C. On a 2/ = )z si et seulement si Ic € C tq z = ce.

En effet, (ceM) = cheM. D’autre coté, si ' = Az, considerons y = z/e*. Alors,

) x’e’\t _ )\.CEGM

y = o2t =0

car ' = Ax. Donc, y: I — C est une fonction constante, d’une valeur ¢ € C. Alors,
Y

x = ce.

Considérons un systeme d’equations differentielles de la forme :

[
Ty = a1,171 + ..+ A1.nTn,

/
T, = Ap1T1+ ...+ QpnTy,
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ot z;: I — C sont des fonctions C', et a;; € C. Posons A = (a;;);, et

1(t) i (t)
X@t)y=1| ... |, etX’(t):d)fhft):
(1) (1)
(alors, X: I — C", ¢ — X(t) est une fonction C').

On a X'(t) = AX(t) par construction. Supposons A diagonalisable. Alors,
dP € GL,(K) tq A = PDP~! ot D = Diag()\y,...,\,) une matrice diagonale.
Posons Y (t) := P7'X(t). Alors, Y'(t) = P7'X'(t) car les coefficients a;; sont
constantes. On a

Y'(t) = P'X'(t) = PT'AX(t) = P'APP'X(t) = DY (¢).

=D =Y (t)
y(t)
Ecrivons Y(t) = [ ... |. Alors, Y/(t) = DY (t) donne le systeme d’equations
Yn(t)

differentielles :
Y1 () = M (t),

Yn(t) = Anyn (1)

Grace a c’est facile to resoudre : il exist ¢y,..., ¢, € C, en effet ¢; = y;(0), tq
yi(t) = c;eM pour i = 1,...,n. Car X(t) = PY(t), on trouve

zi(t) = pisese™
j=1
ou P = (pij)ij-
Résumé :

Théoréme 7.7. Soit A = (a;;)i1<i<n € M, (C). On suppose que A est diagonali-
1<5<n

=)=
sable. Soit B une base de diagonalisation de A et soit P la matrice de passage de la
base canonique a la base B. Alors une famille (1, ...,x,) de fonctions dérivables
de I dans C vérifie le systeme d’équation différentielles

/
Ty = a11T1 + Q1202 + -+ 1Ty

/
Ty, = 0p1T1 + Qp, 22 + -+ Qpnn

20



st et seulement si il existe des constantes cq, ..., c, de C telles que

x1(t) creMt
YVt € R, =P )
xn(t) cpetnt
ot
M O - 0
A=p|Y P
T (]
0 --- 0 M\,

Démonstration. On suit la discussion ci-dessus.

]

Remarque 7.8. Gracé a la décomposition d + n ( [10.4) on peut aussi résoudre

un systeme X'(t) = AX(t) si A n’est pas diagonalisable ( [10.5)).

Remarque 7.9. Soit d > 1 et soient a; € C, 1 =0,...,d — 1. Alors, un fonction
f: I — C, qui est d fois dérivable (avec derivations fO := f, f@ .= (f0=DYy =

1,...,n), satisfait
d—1
f(d) + Z aif(i) -0
i=0
f©
ssi X(t):=| ... | satisfait
fla=1)
X'(t) = AX(t)
pour
0 1 0 0
0 0 0
A=1 ... e e
0 0 0 1
—ayp —a; ... —Qg—2 —Qg—1

En effet, si X(t) = “(z1(¢t),...,2,(t)) cet systeme d’equations differentielles est

donné par :
/
/
Lg—1 = Td
Tg= —QopT1 — A1 X2 — ... — Ag—124
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Exemple 7.10. Cherchons les solutions d’equation differentielles f”— f = 0 (donc,
d=2et ag=—1,a; =0). Par , ¢’est equivalent a trouver les solutions de

(46)- D)

Posons P := <1 1 ) € GLy(R) (car det(P) = —2 # 0). Alors, P71 = L <_1 _1>

1 -1 —2
(par [B10), et
1 (1 0
P AP = (0 U
. x1(t) o . et et
7.7| chaque solution est une combinaison linéaire de P = ,]et
xo(t) 0 e

-t
= (_eet) Les premieres lignes donne alors que f(t) = cie! + coe™ pour

Par

C1,Co € C.

7.3 Bases adaptées

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.

Définition 7.11. Soient Fi, ..., F, C E des sous-espaces vectoriels tqg E = F| &
...@®F, est une somme direct. Une base B de E est dite adaptée a la decomposition
si elle est de la forme B =B 1]...11B, pour des bases B; de F;, i =1,...,r.

Lemme 7.12. Soit f € L(E) et B=By11...11 B, une base adaptée d une decom-
position E = F, @& ... B F, de E.

(i) Equivalent :
a) Chaque F; est stable par f, i.e., f(F;) CF;, i=1,...,r.

b) La matrice A := Matg(f) est une matrice diagonale par blocs Diag(A, ..., A;)
ou Az € Matdimpi(K).

En effet, A; = Matg,(fir,) dans ce cas.
(ii) Equivalent :
a) Pouri=1,...,r le sous-espace F1 & ... ® F; est stable par f.

b) La matrice A := Matg(f) est une matrice triangulaire superieur par
blocs avec blocs Ay, ..., A, sur la diagonale avec A; € Matgim r, (K).
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Démonstration. Pour simplicité supposons r = 2 (le preuve en général est simi-
laire). Soit d := dim F}. Donc,
A Anp
A — ) B
<A2,1 As o

avec Ay € Matyq(K), A2 € Maty,—a(K), Asy € Mat,,_qq(K), Aso € Mat,_g,—a(K).
Maintenant, A; ; est la matrice répresentative dans les bases B; et B; de I'applica-
tion obtenue comme composition

fiiiF,>ELESE

avec m;: B = Fy; @ Fy — F; la projection sur F;. Donc, f(F;) C F; ssi fo1 = 0 ssi
Ay =0, et similaire f(Fy) C Fy ssi A5 =0. O

Définition 7.13. Soit A € M, (K). On note
usg: K" — K", v— Av.

On a uy € L(K™) (et chaque f € L(K") est f = uy pour A = Matg(f) si B
est la base canonique de K™).

Corollaire 7.14. Une matrice A € Mat,,(K) est diagonalisable ssi il existe une
decomposition K™ = F1®...®F, de K™ par de sous-espaces F; C K™ de dimension
1 qui sont stable par u,.

Démonstration. Soit P = (Cy]...|C,) € GL,(K) et (e1,...,e,) € K" la base
canonique de K". Si P~'AP = Diag(\y,...,\,) est diagonal, alors Pt APe; =

Nie;, i.e., APe; = \;Pe;. Donc, F; := Vect(f/cz), i =1,...,n, est stable par u4.
=C;

Car (4,...,C, est une famille libre, £ = F1 & ... & F,. Si E = F, & ...8 F,

est une décomposition dans de sous-espaces F; = Vect(C;), C; € K" i=1,...,n,

de dimension 1, qui sont stable par us. Donc P := (C4]...|C,) est inversible,

B = (Cy,...,C,) est une base adaptée a la decomposition £ = F} & ... ® F,,, et

P7'AP = Matg(ua) est diagonalisable par [7.12] O

Corollaire 7.15. Une matrice A € Mat, (K) est trigonalisable ssi il existe une
decomposition K™ = F1 @ ... F, de K™ par de sous-espaces F; C K™ de dimension
L tgpouri=1,....nonaus(F1®.. 0F) CH&...0F,.

Démonstration. Ce se deduit comme [7.14] de [T.12 O]
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7.4 Questions de compréhension et exercices typiques

(i) Soit A € M,,(K) une matrice triangulaire superieure. Comment on trouve
les solutions d’equation y = Az pour un y € K"7?

(ii) Qu’est-ce qu’'une equation differentielles ?

Exercice 7.1. (i) Prouver que la matrice (_01 é) € My (C) est diagonalisable

avec valeurs propres {i, —i}.

(ii) Trouver les solutions d’equations differentielles f” = —f.
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8 Exposé 8 : Réduction des endomorphismes, II

But de lexposé 8 : Soit f € L(E). Aprés [7| on s’interesse a de sous-espace
I C F qui sont stable par f. Dans cet exposé on se concentre sur des sous-espaces
stable de dimension 1, qui sont engendré par un vecteur propre. De plus, on va
introduire le polyndém caracteristique d’une matrice dont zeros sont exactement les
valeurs propres de la matrice.

8.1 Sous-espaces propres et valeurs propres
On fixe E un K-espace vectoriel (K =R ou K = C). Soit f € L(F).

Définition 8.1. Un vecteur propre de f est un vecteur v € E vérifiant les deux
propriétés suivantes :

®) v est non nul;
o) il existe A € K tel que f(v) = Av.

Remarque 8.2. Si v est un vecteur propre de f, le scalaire A tel que f(v) = Av
est appelé valeur propre de f correspondant a v. Elle est uniquement détermineé
par v, car v # 0. L’ensemble de toutes les valeurs propres de f est noté Sp f, il
s’agit du spectre de f.

Remarque 8.3. Soit v € E. Alors, v est un vecteur propre de f ssi Vect(v) est
un sous-espace stable par f, qui est de dimension 1.

Exemple 8.4. f: R? — R2 (g) — (i) a le vecteur propre v = G) avec

. 1 .
valeur propre 1 car f(v) = v = 1-v. Aussi, w := 1 est un eigenvector car

Jlw) = <_11> = —1-w. Par contre, <(1)> n’est pas un vecteur propre car (é) et

son image (1) par f sont independent.

Lemme 8.5. Soit A € K. On a A € Sp(f) & Ker(f—Ndg) # {0}. En particulier,
0 € Sp(f) & f nlest pas injective.

Démonstration. On a Ker(f — Mdg) ={v e E | f(v) = \v}. O

Exemple 8.6. (i) n>1, f: R[X], :={P € R[X]|deg(P) <n} = R[X],, P+
P.SiP#0et PP = f(P)= AP pour A € R, alors A = 0 ou deg(P’') =
deg(P). Donc, A = 0 seule possibilité, et necessairement P’ = 0. Donc, les
vecteurs propres de f sont les polynom constants non nuls.
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K =C, E =C>®R,C). Si A € C, posons, gx(t) = e*. Alors, gy € E. Soit
f € L(E) définie par f(g) = ¢, g € E. Alors on a f(gy) = (eM) = \eM =
Agx(t) est ga(t) est un vecteur propre de f de valeur propre A.

Définition 8.7. Si f € L(E) et si A € K, on note
E\(f) =Ker(f — Mldg) ={ve E| f(v) = v}

(i)

est appelé sous-espace propre de f associé a .

On a alors que A est un valeur propre de f ssi E\(f) # 0. L’ensemble E,(f)
est un sous-espace vectoriel de E (elle est le noyeau d’une application linéaire).

Remarque 8.8. Pour A € K le sous-espace E,\(f) C E est stable par f et si
dim &/ < 0o, C est une base de Ex(f) et g := fig, () € L(EA(f)), alors Mate(g) =
Ay ot d =dim(E\(f)) (d = 0 est possible!).

Lemme 8.9. Si A\, u € K, X\ # pu, alors Ex(f) N E,(f) = {0}.
Démonstration. Siv € Ex(f)NE,(f), on a
0=f(v) = f(v) = v—pv=(X=p,
donc v =0 car A — p # 0. m

Exemple 8.10. Si f: R? — R?, (5) = (y)) alors R G) C Ei(f) et R (_11> <

x
E_1(f). Note que 1 _11‘ = —2, donc v := G
R? = Rv @& Rw et done, Ey(f) = Ru, E_1(f) = Rw, et f ale spectre {1,—1} C R.
Définition 8.11. Soit A € M, (K).

(i) Un vecteur propre de A est un élément de K™ qui est vecteur propre de upy.

) LW = (_11> sont libre. Donc,

(i) De méme une valeur propre de A est une valeur propre de u4.
(iii) Si X est un valeur propre de A, on note Ex(A) le sous-espace Ey\(uy) de K™
(donc Ex(A) = Ker(A— X 1,)).
(i) Sp(4) = [\ € K | Ex(4) £ 0}.
Lemme 8.12. Soit A € M,,(K) et A € K. Alors,
A€ Sp(A) & Ker(A—\,) #0 < det(A—A,) =0.

De plus, si P € GL,(K), on a Sp(P~'AP) = Sp(A) et pour A € K™ on a une
égalité de sous-espaces vectoriels de K™

Ex(PAP™Y) = PEy(A).
En particulier dim Ex\(PAP™') = dim E)(A).
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Démonstration. On a Ker(A — A\l,,) # 0 & (A — Al,,) n'est pas inversible <
det(A — A\IL,) = 0 (par 5.5).

Si PeGL,(K)et A€ K,onax € Ey(A) & AX = \X & P 1AX =
AP-IX & PUAPP-'X = AP~'X « P~'X € E\(P~'AP). Donc, E\(A) =
P.E\(P7'AP) et car P est inversible, ce deux sous-espace ont la méme dimension
(= Sp(A) = Sp(P'AP)). O

Exemple 8.13. On cherche les valeurs propres A € K de la matrice

(1Y),

1—A 2 0 24 A
On a A valeur propre de A < 0 = det(A—\I,) = ’ 1 o4 AT laon 4-2
(B—=XN)(-24+X) & X e {2,3}. Donc, Sp(A) = {2,3}. Cherchons alors un vecteur
propre pour la valeur propre 2, i.e., nous devons trouver Ey(A) = Ker(A —21,,) =

Ker(<j g>) — vect(<f> ). De méme, Ey(A) = Ker(A—31,) = Ker( (j ?)) _

Vet ( G))

Exemple 8.14. Soit D = Diag(d,...,d,) € Mat,(K) diagonale. On a pour

e K

A € Sp(D) & Ker(D—AL,) # 0 & 0 = det(D—I,) = [[(di—\) < X € {d, ... d,}.
i=1

Donc, Sp(D) = {di,...,d,}. Si A est diagonalisable, et P € GL,(K) tq D :=

P~ AP diagonale, on trouve Sp(A) = Sp(D).

01
1 0)°
1
1

Exemple 8.15. Soit A = i.e., A est la matrice de f = uy de|8.10/dans la

. . 1
base canonique. Soient v := < ) , W= (_1> les vecteur propres de A (avec valeur

propre 1 et —1). Donc, dans la base C := (v,w) de R? on a Matc(ua) = (é _01>

Exemple 8.16. Soit n > 1 et soit A € M,,(K). Si A est une matrice triangulaire
supérieure

1,1 * *
0 a9 9

A= ,
0 0 apn
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alors
SpA = {a’i,’h 1 S { S TL} = {a'lah az2; - - - ;an,n}'

En effet, Pargument de marche ici aussi.

Exemple 8.17. Une matrice triagonal superieure peut étre diagonalisable ou non.

1 3
0 2

(i) La matrice A = est diagonalisable. En effet, par [8.16| Sp(4) =

{1,2} = dim K? avec vecteurs propres (é) : ( 1

) (on voit la diagonali-

sibilté aussi facilement grace a |8.20)).
(ii) Etudions A = <(1) i) Donc, Sp(A) = {1}. Mais, Ker(A—1I,,) = Ker( <8 é))

Vect((l O)) et dim E1(A) =1 < 2 et A n’est pas diagonalisable ( |7.14]) car
le seule sous-espace de K™ stable par u, et de dimension 1 est E;(A) .

Théoréme 8.18. Soit f € L(E). Soit (A1,...,\,) une famille de valeurs propres
de f. On suppose que \; # \; pour i # j. Alors la famille de sous-espaces vectoriels
(Ey, (f))1<i<n est en somme directe. Autrement dit

Zf;E/\z(f) = Gj?E)\z(f)a i.e.,
Ex,(f)+ -+ Ex,(f) = Ex,(f)® - D E\,(f)

Démonstration. Posons Ey, := E,,(f), Vi = 1,...,n. Montrons Vi = 2,...,n,

(Ex, +...+ E\_,)NE; = {0} (A.13). Récurrence sur n.
o)n=1:Vv

o) n>1:Supposons 0 #v € (Ey, +...+ E\)NE). Donc, v =0+ ...+ v
tq v; € By, pour j = 1,...,4 — 1. Alors, E' = Vect(vy,...,v;_1) est un
sous-espace de E de dimension finie. Car f(v;) = A\;v; le sous-espace E’ est
stable par f. Soit g := fig. Par hypothése de récurrence, E' = Vect(v;) &

... @ Vect(v;_1). Par et g est diagonalisable sur E’ avec Sp(g) C
{A\1, ..., Az} (notons que v; = 0 est possible, donc pas forcement Sp(g) =

{A\,. ., N1} ). Done, A; ¢ Sp(g) et alors
0= Ker(g - )\ZIdEI> = Ez N E,.
Mais, 0 # v € E; N E’ par construction. Contradiction ! O

Exemple 8.19. La famille g,(t), n € N, de point (4) de est libre dans F :=
C>®(R,C) car chaque sous-ensemble fini de {g,(t) = €™ | n € N} est donné par des
vecteurs propre pour des valeur distinct pour 'application linéaire £ — E, g — ¢'.
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Corollaire 8.20. Soit n:=dim E < oo, f € L(E).

(i) Card(Sp(/)) < n.
(i7) Si Card(Sp(f)) = n, alors f est diagonalisable.

Démonstration. Par [8.18

Card(Sp(f)) < Y. dimEy(f) < n

AESP(f)
et I'égalité n = Card(Sp(f)) force = @cspi(r) Ea(f), et donc f serait diagona-
lisable par [7.14] O]

8.2 Le polynoéme caractéristique
Soit A € M, (K).

Définition 8.21. La polynome caracteristique de A est la fonction xya: K —
K, z+— det(zl, — A).

Exemple 8.22. Si A = (Z 2>,onaXA(x) =

2?2 — (a+ d)x + ad — be.

Remarque 8.23. Rappel :

(i) Un polynéme a coefficients dans K est une fonction P: K — K tq exists
ag,...,a, € K tq P(x) = a,z" + ... 4+ a1x + ag pour x € K.

(ii) On note K[X] I’ensemble des polynomes a coefficients dans K.

(iii) (K[X],+,-) est un anneau commutative, c’est aussi un K-espaces vectoriel.
Pour P(X) := ap+a1 X+...+a, X"+..., Q(X) =bo+01 X+.. . +b, X" +. ..
(alors, b; =0, a; = 0 pour i > 0), on a

(P+Q)(X):=(ao+bo) + (a1 + b)) X + ...+ (a; + b)) X"

et

(PQ)(X) = (lobo + (a0b1 + albo)X 4+ ...+ (Z aibn,i)X" 4+ ....
i=0
(iv) On note X := 1.
(v) Le degré de P est max{k € N | a; # 0} (par convention : deg(0) = —o0).

(vi) les polynémes de degré zéro sont les polyndéms constants non-nuls.
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(vii) Si P,Q € K[X], on a deg(P + Q) < max{deg P,deg @} et deg(PQ) =
deg(P) 4 deg(Q).
(viii) Si d :=deg(P) et az =1, le polyndéme P est appellé unitaire.

Théoréme 8.24. Soit A € M, (K).
(i) La fonction x a est un polynéme unitaire de degré n a coefficients dans K.
(i7) Soit A € K. Alors, A € Sp(A) si et seulement si xa(A) = 0.

Démonstration. o) (it) : v'par|8.12]
o) Soit x € K. Ecrivons A = (a;;);; et 1, — A = (b;;);;. Alors,

det(zl,, — A) = > €(0)bo(1)1 - - - bo(n)n-

O’ESn

Car by(;); = {x — U(Z.) B Z

—a; j, o(i) #i
un polynoéme de degré Card{i € {1,...,n} | o(i) = i}. En particulier, entre
ces polyndmes le seule de degre > n est Quu = (r —ay1) ... (€ —ay,) que est
unitaire. N

, on voit que Qy = €(0)bs(1)1 - - - bo(n)n €St

Lemme 8.25. Si P € GL,(K), A € M,(K), on a

XA = XP-1AP-

En particulier, Sp(A) = Sp(P~*AP) et les matrices semblables ont le méme poly-
nome caracteristque.

Démonstration. det(xl, — P7'AP) = det(xP7'P — P71AP) = det(P~!(xl, —
A)P) = det(P~ 1) det(zI, — A) det(P) = det(zI, — A) en utilisant ?7?. O

Remarque 8.26. Deux matrices A, B € M,,(K) peuvent avoir le méme polynoéme

1
caracteristique y4 = xp sans étre semblables! Par exemple : A = (O (1)> ,B =

0 1 ont le polyndme caracteristique 22— 1, mais dim F;(A) = 2 # dim E,(B) =
1 (8.17, (ii)).
Lemme 8.27. Soit f € L(E) et n:=dim E. On définit

Xf(x) == xalz) € K[X],

ot A = Matg(f) € Mp(K) pour une base B de E. Alors, x¢(x) est bien définit et
ne depend pas du choix de la base B.
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Démonstration. Si C est une autre base, et P := Py, la matrice de changement
de base, alors Mate = P~'MatgP, et donc Xar. (*) = x4 par m O

Exemple 8.28. Soit f € L(E) et n:=dim E. Si f est nilpotente, i.e., exists k > 1
tq f* =0, alors x(z) = 2. En effet, apres le choix d’une base, on peut supposer
E =K"et f=uu pour une A € M, (K). De plus, on peut supposer K = C (¢a
ne change pas le polyom caracteristique ). Soit A € Sp(A) avec un vecteur propre
0 # v € K". Donc,

0= Ay = A" () = Ao = .. = M,

et \¥ =0, i.e., A = 0. Donc, ya(z) = 2" car ya(r) € C[z] est unitaire de degre n

avec seule racine 0.
Remarque 8.29. Supposons A € M,,(K) est diagonalisable. But : trouver P €
GL,(K) tq D := P~'AP soit une matrice diagonale. On suit le procdé suivant :
(i) Calculer y 4.
(ii) Trouver les zéros Ay, ..., A\, € K de x4 (possible r < n!)
(iii) Pouri =1,...,r, calculer £ (A) = Ker(A—\;I,). Posons d; := dim(FE),(A)).
(iv) Pour i =1,...,r, trouver une base B = (f{,..., f; ) de vecteurs fi € K.
)
)

(v) Posons P = (ff,.... fo . ft,---, fi)
(vi) Alors, D := P71 AP est la matrice diagonale Diag(A1, ..., A1,y Ay ooy Ap)-

dy dyr

En effet, soit e1,...,e, € K™ la base canonique. Fix i = 1,...,n, alors Pe; = flg €
Ey(A)pour un 1 < j < retl <k < djalors De; = PYAf] = P\ f] =
)\jPilf]g = )\jei-

8.3 Passage de R a C

Soit n > 1 et soit A € M, (R). Comme R C C la matrice A peut également
étre vue comme une matrice de M,,(C).

Définition 8.30. Posons

(i) Spgr(A) :={x € R | Ker(zl, — A) # 0} et

(i7) Spe(A) :=={z € C | Ker(zl, — A) # 0}.
Remarque 8.31. Il faut prendre garde au fait que le caractere diagonalisable de
A peut dépendre du fait que 'on considére A comme une matrice de M,,(R) ou
une matrice de M,,(C). Pour bien marquer la différence, on dira que A est diago-
nalisable dans M,,(R) (ou parfois juste sur R) pour dire que A est diagonalisable

comme matrice de M,,(R). On dira alors que A est diagonalisable dans M,,(C)(ou
parfois just sur C) lorsque I'on voit A comme matrice de M,,(C).
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0 —1
1 0
R |22+ 1 = 0} = 0, par contre Spe(A) = {z € C | 2* + 1} = {i,—i}. On

trouve A 1 — (") = =i 1 car —it =1, et A 1. — (") = 1. . Donc,
1 1 1 —1 1 —1

A=P <_Z O) P~ pour P := (1 1

Exemple 8.32. Soit A = ( ), d’ott xa(z) = 2% + 1. Alors, Spp(4) = {x €

0 = i —1)

8.4 Questions de compréhension et exercices typiques

(i) Qu’est-ce que sont les valeurs et vecteurs propres d’une matrice diagonale ?

(ii) Comment on peut determiner le valeur propre d’une endomorphisme f €
L(E) si dim E < co? Comment un vecteur propre associe ?

Exercice 8.1. Calculer les valeur propres et vecteurs propres d’une matrice donné.
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9 Exposé9 : Réduction des endomorphismes, 111

9.1 Polynémes et division euclidienne
Soit K =R ou K =C.

Théoréme 9.1. VP,Q € K[X],Q # 0, 3S,R € K[X] t¢ P = SQ + R, avec
deg(R) < deg Q. De plus, S, R sont unique.

Démonstration. Par récurrence sur deg(P). Si deg P < deg(, posons R = P,
S = 0. Si degP > deg@, soit m := degP — deg@. Il exists alors s,, € K
tq P, := P —aX™Q a deg(P;) < deg(P). Par récurrence, il exists Sy, Ry avec
P = 5,Q + R et deg(R) < deg(Q). Donc,

P=aX"Q+ P, = (aX™+ 5)Q + R,

et nous posons S := aX™ + 5].
Supposons SQ + R =P = 5'Q + R’ avec deg(R),deg(R’) < deg(Q). Si S # 5,
on a deg(S —5’) > 0. Donc, (S —5")Q =R —Ret

deg((S — 5)Q) > deg(Q) > deg(R' — R),
contradiction. O

Exemple 9.2. Soit P = X? + X +1, Q = X — 1. On veut reduire le degré
de P. Donc, considérons P, ;= P — XQ = X?+ X +1—-X?4+ X =2X +1, et
P —2Q =2X+1-2X+2=3.Donc, P = XQ+P, = XQ+2Q+3 = (X+2)Q+3
et R =3.

Définition 9.3. (i) On dit que Q divise P, ou Q) est un diviseur de P, si R = 0.
Notation : Q | P.

(7i) On dit que P, Q) sont premiers entre eux si leur seuls diviseurs communs sont
les polynomes constants. Dans ce cas, on note P\ @Q = 1.

On a Q|0 pour @ € K[X]~\ {0}, car 0Q = 0.
Théoréme 9.4. PANQ =1« 3V, Ve K[ X]tqUP+VQ =1.
Démonstration. < : Si S|P et S|Q alors, S|1 = S constant et P A Q = 1.

= : Par récurrence sur le degré de Q).

o) Si deg(Q) =0, alors Q = A € K*, On pose U = 0,V = \7!, donc
UP+VQ = 1.
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e) Supposons la propriété vrai pour tous P tq deg(P) < d. Soient P,Q €
K[X],Q #0,tq PAQ = 1. Ecrivons P = QS+ R avec deg(R) < deg(P)
(par[0.1)). On applique I'hypotheése & (P, R) : en effet, si B € K[X]|~\{0}
est tel que B|P et B|R alors, B|Q = B =1 (car P A Q = 1). Donc,
P A R =1 et par 'hypothese de récurrence 3U;, Vi € K[X]| tq U1 P +
ViR=1.0na ViR =V (P—@QS) (par définition de R), donc

1=UP+ViR=UP+ViP-ViQS = (U, + V)P + (-Vi8)Q. O
———

N———
U:= V.=

Exemple 9.5. Soit a,b € K, a # b. Alors, (X —a) A (X —b) = 1 (car le seule
diviseur unitaire de deg > 0 de X —a est X — a).

Définition 9.6. Soit P € K[X] et soit x € K. On dit que x est une racine de P
si P(x) = 0. On note Rac(P) C K l’ensemble des racines de P.

Remarque 9.7. Si P,Q € K[X], alors Rac(PQ) = Rac(P) URac(Q) (en effet,
pour z € K on a P(x)Q(z) =0« P(z) =0 ou Q(z) =0).

On va admettre le théoréme suivant (qui sera prouver dans un cours d’analyse
complexe).

Théoréme 9.8 (d’Alembert-Gau$). Soit P € C[X]. Si deg P > 0, alors il existe
au moins une racine de P dans C.

Remarque 9.9. Si P(X) = X2+1 € R[X], le polyném P n’a pas une racine dans
R, seulement sur C. Donc, on ne peut pas remplacer C par R dans[9.6]! Mais il y a
une version plus faible : tout polyném P € R[X] dont le degré est impair possede
une racine reelle (parce que P(—zx), P(z) ont un signe different pour = € R tres
grand).

Remarque 9.10. Si @ divise P, le polynéome R tel que P = QR est unique. En
effet, si QR = QR/, alors Q(R — R') =0, et ¢a force (R — R') = 0.

Proposition 9.11. Soit P € K[X] et soit a € K. Alors P(a) =0 si et seulement
st X — a divise P.

Démonstration. 35, R € K[X]tq P = S(X —a)+ R et deg(R) < deg(X —a) = 1.
(par 0.1)). Donce, R = ¢ € K est constant. On a P(a) =0 < S(a —a) + R(a) =
0 Ra)=0c=0& (X —a)| P. O

Théoréme 9.12. Soit P € C[X] un polyniom unitaire.
(i) Rac(P) est fini.
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(i) Pour a € Rac(P) exists unique m, € N>y tq

PX)= T[] (X—a).

ac€Rac(P)
En particulier, deg(P) = X erac(p) Ma-

Démonstration. Récurrence sur n := deg(P).
o) n=1:3a€ K tq P(X) =X — a (car P unitaire). Alors, Rac(P) = {a} et
m, = 1.

o) n>2:Carn=deg(P)>0,3a € CtqP(a) =0 (par[9.8). Par[0.11] (X —a) |

P, et il exists Q tq (X — a)Q = P. Par hypothése, Q = [ (X —b)"™
beRac(Q)

pour my > 1. On a Rac(P) = Rac(Q)U{a}. Si a ¢ Rac(Q), posons m, := 1.

Si a € Rac(Q), posons m, :=m/ + 1. O

Définition 9.13. (i) Un polynome de K[X] de la form I] (X —a)™ avec M C
aceM
K fini, m, € N>y sia € M, est dit scindé sur K.

(it) Soit P(X) € K[X], a € Rac(P). L’entier m, de s’appelle multiplcité
de a dans P(X).

(7ii) Un polynome P € K[X] est dit simplement scindé si pour a € Rac(P) on a
mg = 1.

Remarque 9.14. On a m, = max{m > 1 | (X —a)™ divise P(X)}.

9.2 Trigonalisation

Proposition 9.15. Soient 1 < r # n des entiers et soit M € M,,(K) une matrice

de la forme
(M M,
M = ( 0 M3>

avec My € M, (K), My € M, ,,_(K) et M3 e M,,_.(K). Alors
det(M) = det (M) det(Ms3) et xar(X) = xar, (X)xar;(X).

Démonstration. Récurrence sur n :

o)n=1:v

e) n > 2 : Notons, que l'affirmation ” det(M) = det(M;) det(Ms3)” est invariant
si on fait des opérations/permutations sur les premier r-lignes de M (par
5.16)), et aussi par des opérations/permutations sur les premieres r-colonnes
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(15.3). Done, pouvons supposer que la premier colonne de M est pour

un A € K. Donc,
det(M) = )\det(Ml,l), det(Ml) = )\det((Ml)l,l)

(en dévéloppement de M et M par rapport a la premier colonne). Mais, M 4
est triangulaire superieure de blocs (M) 1, M3 sur la diagonale. Donc, par
HR : det(M; 1) = det((M;)1,1) det(M3). Le méme argument montre xp(x) =
X, (X)X, (x) pour x € K, done Xy = X X - O

Théoréme 9.16. Une matrice A € M,,(K) est trigonalisable dans M, (K) si et
seulement si son polyndéme caractéristique x 4 est scindé dans K[X].

Démonstration. =-: Supposons A trigonalisable, et soit P € GL,(K) tq T :=

P! AP triangulaire supérieure. Ecrivons T = (t;;);. Alors, xr(z) = [T, (z —

tii), et xr est scindé.

«: Récurrence sur n.
n=1:V

n > 2: Car x4 est scindé, exists A € K avec xa(A\) = 0. Par [8.24/ 3 v € K"
non-nul tq Av = Av. Donc, 3 une base B := (ey,...,e,) de K" tq

ep1 =v.0na
AL
Matg(uA) = (O B)

ou B e M,_1(K) (|7.12). On a xp | xa par[9.15] Donc xp est scindé
et, par HR, 3Q € GL,_;(K) tq Q' BQ triangulaire supérieure. Posons

P = <(1) g) € M,(K). On a det(P) = det(Q) par 9.15, donc P €
AL
. -1 o . .
GL,(K) par . On voit que P7'AP = (0 QlBQ> est triangulaire
supérieure.

[
Corollaire 9.17 (|7.4)). Toute matrice A € M,,(C) est trigonalisable dans M,,(C).

Démonstration. On combine et [0.12] O
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Exemple 9.18. Pour 6 € R la matrice

_ [cos(f) —sin(6)
R(9) = (Siﬂ(@) cos(0) ) € Mn(R)

n’est pas trigonalisable sur R car son polynom caracteristique X2+1 € R[X] n’est
pas scindé. Sur C, X?+1 = (X —4)(X +4) € C[X] est R(f) est diagonalisable sur

C (par [8.20)).

-4 0 -2
Exemple 9.19. Soit A= | 0 1 0 |.Ona ya(z) = (X — 1))(X +2) (véri-
5 1 3

fier!), qui est un polyném scinde. Done, A est trigonalisable (9.16). Soit f := ua
'endomorphisme R* — R? v+ Av. Nous cherchons une base B = (vy, v, v3) de

1 a b
R3 tq Mats(uas) = |0 1 ¢ | est triangulaire (les termes sur la diagonale sont
00 -2

donné par les racine de xa(x) compté avec leur multiplicité). En effet, on peut
supposer b = 0,c = 0 si on demand

Vect(v1) = Ex(A), Vect(vs) = E_o(A).

o) Calcul de v; : vy est un vecteur propre correspondant & A = 1. Donc, on

cherche
-5 0 -2 010 2
Ker(A—I;))=Ker| 0 0 0 |=Ker|0 0 0| = Vect(| 0 [)
5 1 2 5 1 2 —5
i/—/
x
Calcul de v, : On cherche a € K et vo € K3 tq (f — I3)ve = avy, ie,, v = [y |, et
z
-5 0 -2 T 2
(A-=I)v=0 0 0 yl=al|0],
5 1 2 z 5}
—2
d’ou, par exemple, a =1 et vy := | =3 |.
4
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Calcul de v3 : On prend v comme vecteur propre associé a la valeur propre —2.
Donc, on calcule

-2 0 =2 -2 0 -2 1

Ker(A+25)=Ker| 0 3 0 | =Ker| 0 3 0 | =Vect(| 0 [)
5 1 5 0 1 0 -1

~——

=:v3

-5 4 —

2 =2 1 11 0
Conclusion : Sion pose P = (vi|vg|vs) =] 0 =3 0 |,onaA=P|0 1 0 | P
1 0 0 -2

9.3 Polynémes d’endomorphismes

Soit M € M,,(K). Soit P € K[X]. Alors, on peut écrire P(X) = X% a; X" et
on pose

d
P(A) =Y @A = apl, + a1 A+ ...+ agAY € M, (K).
=0

Exemple 9.20. A:G 1) et P(X) = X?+ X + 1. Donc,
2 2 1 1 1 0 4 3
P<A>:<2 2>+<1 1>+<o 1>:<3 4)
A2

Analog pour les endomorphismes : Soit £ un K-espace vectoriel. Soit f € L(E).
Sin > 1, on note

fr=forof
n

et on pose f = Idg.
Soit P = Y7 ya; X" € K[X] un polyndéme. On définit alors

P(f) = fja,-fi € L(E).

Si dimg E' = n est fini, et B est une base de F, alors

Mats(P(f)) = P(Matg(f))
car Matg(f*) = Matg(f)".
Remarque 9.21. Soient P,Q € K[X], f € L(E).
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(i) SiAe K,ona (P+XQ)(f)=P(f)+2Q(f).

(i) (PQ)(f) =P(f) o Q(f) (en particulier, P(f) o Q(f) = Q(f) o P(f))
De méme pour des matrices. De plus, B~'!P(A)B = P(B™'AB) si B € GL,(K)
(car B'A'B = B'AB"'B... ABB~'AB = (B~'AB)).

i—factors de B—1AB

9.4 Le théoreme de Cayley-Hamilton
Soit E un K-espace vectoriel.

Définition 9.22. Soit f € L(E). Un polynom Q € K[X] est dit annulation de f
si Q(f) = 0.
Théoréme 9.23 (Cayley-Hamilton). Soit A € M,,(K). Alors, xa(A) =0, i.e., le

polynom caracteristique de A est un polynom d’annulation pour A (et ua).

De méme, on a x¢(f) pour f € L(E) et E un K-espace vectoriel de dimension
finie.

Démonstration. o) Si K = R, laffirmation x4(A) = 0 ne depend pas de fait
que on voit A comme matrice dans M, (R) ou dans M,,(C). Donc, supposons
K =C, et posons f =uas € L(K").

)\1 *
o) Par(9.17]il existe une base B = (e, ..., e,) tq Matg(f) = . ) est
0 An
triangulaire superieure. Donc, x4(z) = [T, (z — \;) ([8.25). Ecrivons

g; :(f—/\lln)OO(f—)\z)

pour i = 1,...,n. Montrons par récurrence sur i que g; annule les vecteurs
ey, e, ..., €. Donc, g, = xs(f) =0.
o) i=1:¢g1(er) =(f —MlId)(e1) = f(e1) — Aier = Aieg — Aeg =0,

) i>1:0Onag =(f—NId)og_1=g_10(f—N\Id). Donc,

gi(ej) = (f - /\zId) o gi_l(ej) =0

pour 1 < j <4 — 1. Il reste & montrer que g;(e;) = 0. On a

(f — )\ZId)(ez) = /\1'6@' +w — )\iei =w

pour un w € Vect(ey,...,e;—1) (car Matg(f) est triangulaire super-
ieure). Donc, g;(e;) = gio1(f — Nld)(e;) = gi_1(w) = 0 par hypo-
these. []
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9.23| est trés utile pour comprendre le comportement d’'une endomorphisme
f € L(E), parsque on peut l'utiliser pour construire beaucoup des sous-espaces de
F' qui sont stable par F'.

Définition 9.24. Soit f € L(E). Supposons xs(x) = [Tresp(p)(x—A)™ est scindé,
my € N> .
(i) my est la multiplicité de valeur propre \.
(ii) Le sous-espace
F\(f) == Ker((f — ANldg)™) C FE
est le sous-espace caracteristique pour la valeur propre A.

Si A e M, (K), on pose F\(A) := F\(ua) pour X\ € Sp(A) = Sp(ua).
Remarque 9.25. On a
E\(f) = Ker((f — Ald)) € Ker((f = M)?) C ... € Ex(f),

0 10

mais F)(f) # F\(f) en général : si A = (0 01

canonique, alors pour A =0

) et (e1,e2,e3) € K est la base

Ey(A) = Vect(e;) C Ker(A?) = Vect(ey, e3) C Fy(A) = Vect(ey, e, €3)
car ya(z) = X3.
Lemme 9.26. Soit E un K-espace vectoriel. Soit f € L(E), et P € K[X]. Alors,
Ep(f) :=Ker(P(f)) ={v e E | P(f)v =0}

est un sous-espace vectoriel de E, qui est stable par f, i.e., v € Ep(f) = f(v) €

Ep(f).

Démonstration. P(f) € L(FE) est Ep(f) = Ker(P(f)), donc Ep(f) est un sous-
espace. Soit v € Ep(f), ecrivons P(X) = ag+a1 X +...4+a, X" Alors, P(f)o f =

f o P(f) par[0.21] Donc,

P(NH(fW)) = (P(f) e f)(v) = (fo P(f))(v) = f(P(f)(v)) =0
et donc f(v) € Ep(f). O
Exemple 9.27. Soit a € K, et P(X) = X — a. Donc,

Ep(f) = Ker(f —a) = Ea(f)

O

(notation :[9.26] [8.7).
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Lemme 9.28 (Lemme des noyaux). Soit A € M, (K). Soit Q,R € K[X]. Soit
RANQ =1, ie., R,Q premiers entre eux. On a Egr(A) = Eg(A) @& Er(A).

Démonstration. Car QAR =1,3U,V € K[X]|tqUQ+ VR =1 (]9.4).

o) Par appliquer a f =us: K" — K", x — Az, Eg(A), Ep(A) sont des
sous-espaces vectoriels, stable par A.

o) Soit v € Eg(A) N Er(A). Donc, Q(A)v =0 et R(A)v = 0. Alors,
v=A% = (UQ+VR)(A)v =U(A)Q(A)v + V(A)R(A)v = 0.

o) Soit v € Egr(A). Donc, 0 = Q(A)R(A)v = R(A)Q(A)v, dou R(A)v €
Eg(A) et Q(A) € Eg(A). On a

v=U(A)Q(A)v + V(A)R(A)w.

€ER(A) €Eq(A)

En effet, Eg(A) est stable par A, et donc aussi stable par V(A). De méme,
U(A)Q(A) € Er(A).

O]
Corollaire 9.29. Soient Py,..., P, € K[X]|, deur d deuzr premiers entre eux,
k Z 2, alors Eplmpk<f) = Epl (f) D...D Epk(f)
Démonstration. Par récurrence : on pose R=P;... P,_1, Q = P,. Donc, RAQ =
1, et
Erq(f) = Er(f) ® Eq(f)
par [9.28] On concluit en appliquant la HR a R =P, ... P;_;. O]

Corollaire 9.30. Soit f € L(E). Supposons xs(x) = [Ti—;(x — A\)™ ot \; # \;
pour i # j. Alors,
E=Fy()®.. .o F.(f)

De plus, il existe une base adapte B d cette decomposition tq la matrice Matp(f) est
une matrice Diag(Ay, ..., A,) par bloc, ot A; est une matrice triangulaire superieur
avec seule term A\; sur la diagonale.

Démonstration. Par @ on a xs(f) =0, donc E, )(f) = E et on concluit par
. Car chaque F; := F),(f) = E,_5,ym est stable par f, on peut triagonaliser

i = [ir,- Eneffet, g; := f;—\iIdp, est une endomorphisme nilpotent par définition
de F; : g = (f; — \ildp)™ = 0. Done, 2™ Xgi(2) = det(zldp, — g;) =

det(zldp, — fi + Mldg) = x5, (N) et xp () = (. — A)™. O
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Remarque 9.31. Grace a la théorie de bloc de Jordan on peut prouver que
il existe une base tq A; = (bji);x est une matrice triangulaire superieure tq

bjr = \; , ] =k
bjr €{0,1} , j=Fk—1 Donc, A; est une matrice diagonale par bloc tq les
bjr =0 , sinon.

blocs ont la forme

N 10 .0
0O 0 ... 0 O
Im(Ni) = e M, (K)
0O 0 ... N 1
0O 0 ... 0 N
pour un m > 1. Si (ey,...,ey,) est la base canonique de K*, on voit que (f —

Ai)(em) = em—1, (f = Xi)(em—1) = (f = X)*(em) = em—z,.. (f = X)" H(em) =
er, (f—XN)™(em)=0.
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10 Exposé 10 : Réduction des endomorphismes,
v

10.1 La trace et le déterminant

Définition 10.1. Soit A = (a;;)1<i<n € Mu(K). La trace de A est le scalaire

1<j<n

TI'(A) = Z Qg 5.
i=1

Remarque 10.2. Si A,B € M, (K), on a Tr(AB) = Tr(BA) (exercise!). En
particulier si P € GL,(K), alors

Tr(PAP™') = Tr(P 'PA) = Tr(A).
Donc, les matrices semblable ont la méme trace.

Corollaire 10.3. Soit A € M,,(C). On a alors

Tr(A) = Y ma(A)N, det(A)= [ AW,
AeSp A AeSp A

Démonstration. Par m il existe P € GL,(C) tq B := PAP™! est une matrice
triangulaire superieur. Car Tr(A) = Tr(B), det(A) = det(B), on peut supposer
alors que A soit triangulaire superieur. Par on a ya(x) =1L, (z —a;;) =
Iesp(ay(@ — A)™ A On peut concluire. O

10.2 Reéduction des endomorphismes auto-adjoint

Soit E' un (R-)espace euclidien. Soit f € L(FE). Rappel :

o) f est auto-adjoint (ou symétrique) si f* = f (< si B est une BON de F la
matrice Matg(f) est symétrique, |3.11)).

e) Si F' C E est un sous-espace de E stable par f, alors F'* est stable par f*
(B19).

Proposition 10.4. Soit f € L(FE) auto-adjoint. Soit \,u € R, X\ # p. Alors,
EX(f)LEL(f).

Démonstration. Soitv € Ex(f), w € E,(f). Alors, A{v,w) = (Av,w) = (f(v),w) =

f auto-adjoint

(v, f(w)) = p{v,w). Done, (A — p)(v,w) = 0, donc (v, w) = 0. O
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Lemme 10.5. Soit M € M, (R) une matrice symétrique reel. Alors, Spe(M) C R,
donc toutes les valeurs propres dans C sont déja dans R.

ai
Démonstration. Soit A € Spe(M) et v = [...| € C" un vecteur propre pour \.
a"l
ai
Posons 7:= | ... | ot ~: C — C est la conjugaison complexe.
a’n

o) 'WMv = Nov

o) "Mv = "(Mv)v = "(Mv)v (car M a ses termes dans R), et de plus =

Donc, Mov = Mow. Car 'ov = X0 @ya; = Y0 |ag)®> # 0, donc A = Aet A € R. [

Théoréme 10.6 ([7.3). Soit f € L(E) auto-adjoint. Alors, f est diagonalisable
et posséde une base propre orthonormale, i.e., une base orthonormale de vecteurs
propres.

Démonstration. Récurrence sur n := dim(F). Aprés il existe A € Spgr(f).
Soit 0 # v € E\(f), et D := Vect(v)*. Donc, E = Vect(v) ® D, et Vect(v), D
sont stable par f. Posons g := fijp: D — D. Soit C = (ey,...,e,) une BON de
D, et B = Diag(ﬁ,e%...,en). Alors, B est une BON de E. Donc, Matg(f) =
Diag(), Mate(g)), et donc g est auto-adjoint ([3.11). Par récurrence, posons sup-
poser que C est une base propre orthonormale de g, d’ou le thm. O

Corollaire 10.7. Soit A € M, (R) symétrique. Alors, A est diagonalisable dans
une base orthonormé, i.e., AP € O, (R) tq P~LAP soit diagonale.

Démonstration. C’est la version matricielle de [10.6] m
1 -2 =2

Exemple 10.8. Soit A=|—-2 1 —2]. On calcule A? = 913, donc P(A) =0
-2 =2 1

ou P(X)=X?-9= (X —3)(X +3). Par(9.28, Sp(A) = {3, —3}. But : Trouver
P € O3(R) tq “PAP diagonale. On calcule

1 1

1
Es(A) = Vect(| =1, [ 0 |), E_3(A) = E3(A)* = Vect(|1]).
0 —1 1
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1

V2

Gréace 4 Gram-Schmidt on trouve une BON de F3(A) comme vy := % , Uy 1=
0
<4
(%, %, \%) et vy 1= % est une BON de E_3(A). Donc, posons P := (v;|va|vs)
1
V3

et 'PAP = Diag(3,3,—3).

10.3 Les groupes Oy(R) et O3(R)

Rappel :
o) O,(R)={M e M,(R) |*M - M = I,} est le groupe orthogonal,

o) Si M € O,(R), alors 1 = det(I,,) = det(!M M) = det(M)?.

o) Si M € O,(R), et 0 # v € Ex(M), A € R, alors ||v|| = ||[Mv|| = ||| =
IAll|v]], done || =1, ie., A € {1,—1}.

Proposition 10.9. Soit R € O5(R). Alors, Ja,b € R tqa® +b* =1, et

(i) sidet(R) =1, R = <Z _b>.

a

(ii) si det(R) = —1, R — (Z b )

—a

a
R— (b y) |
Car R est orthogonale, les colonnes de R sont une BON ([3.19). Donc, az+by = 0,
et a4+ 0% =1. Nl exists t € Rtq z = tb, y = —ta (car Ker (a b) = Vect(<_ab>) ).

Démonstration. Ecrivons

Car 1 = 22 +y* = t*(a®*+1?) = t*. Donc, t € {1, —1}. De plus, det(R) = ay —zb =
—ta® — th* = —t. O
Remarque 10.10. Si a® + b* = 1, il exist § € R tq a = cos(f), b = sin() (3.23)),

donc R = R(0), ou R = R(0) <(1) _01> . Deux cas :

o) Sidet(R) =1, donc R = R(0), et R est la matrice de la rotation de centre 0
et d’angle 6.
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cos(f)  sin(6)

sin(f) — cos(0)
gonalisable par [10.6| En fait, R a le polynome caractéristque
(X —cos(8))(X+cos(6))—sin(0)* = X*—(cos(6)*+sin(0)?) = X*—1 = (X —1)(X+1).
et R? = Ei(R) ® E_;(R). On sait Ei(R)LE_;(R) (10.4). Donc, R est la
symétrie orthogonale d’axe E;(R).

Proposition 10.11. Soit M € O3(R). Alors, M est semblable d

1 00 -1 0 0
0O a bl ou| 0 a b
0 ¢ d 0 ¢ d
@ 0) co,R)
avec | 5(R).

Démonstration. xp(X) € R[X] est un polyndém unitaire de degre 3 = I\ € R tq
xa(A) = 0. Done, A € Sp(M) C {1,—1}. Soit 0 # v € Ex(M), et D := Vect(v)*.
Par |3.16] D est stable par M. De plus, D — D, v — Muv est une isométrie pour
le restriction du produit scalaire canonique lelong D C R3. Donc, en prenant une
BON B = (vy, v2, v3) adapté a la décomposition R* = Vect(v) & D, on voit que

A0 0
Matg(uM) =10 a b
0 c d

o) Sidet(R) = —1, alors R = ) est symétrique, et donc dia-

a b
avec (c d) € 02(R). O

Définition 10.12. SO,(R) := {M € O,(R) | det(M) = 1} est le groupe des
matrices spéciales orthogonales.

Corollaire 10.13. Toute matrice de SO3(R) est semblable a une matrice de la

forme
1 0 0
(O cos(f) — sin(@))
0 sin(d) cos(6)

pour un 6 € R.

Démonstration. Par [10.11] M est semblable & une matrice Diag(\, R) avec R €
O2(R) (diagonale par bloc). Donc, 1 = det(M) = Adet(R).
o) Si A=1, det(R) =1, et donc R = R(f) pour un 0 € R.

o) Si A = —1, alors R a 1 comme valeur propre [10.10| et le preuve [10.11) montre
que on peut réduit au cas A = 1.

]
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10.4 Décomposition d +n
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

Théoréeme 10.14. Soit f € L(E) tq xs(x) est scindé. Alors, 3\d,n € L(E) tqd
diagonalisable, n nilpotente et f =d+n et don =nod.

Démonstration. o) Existence : Car xr(x) = [T/_;(x — ;)™ est scindé (\; # \;

i J),
E=F&...0F,

avec F; = Ker((f — \1Id)™). Posons d € L(E) tq djp, = Aldp, (donc,
dans une base B = By []...]] B, adapté a la decomposition précécdende,
la matrice de d est Diag(Ailpn,, ..., A\ Idy,)). Done, d(v) = Y0 Aw; siv =
Yo, v tqu; € Fj, et chaque vecteur de F;, ¢ = 1,..., 7, est un vecteur propre
de d et d est diagonalisable. De plus, do f = fod car F;, i =1,...,7, est
stable par f. Posons s := max{my,...,m,}, alors s > m;, V1 <i <r. Mq
(f —d)® =0, donc n := f — d est nilpotente (= existence dans le thm car
nod=don). Soit 1 <i<r, et v e F;. Donc, d(v) = \v est

(f =d)*(v) = (f = Addg)*(v) =0
car s > m; et F; = Ker((f — N Idg)™).
e) Unicité : Supposons f = d + n. Car d est diagonalisable,
E=E\,(d)®...®E),\.(d)

si Sp(d) = {\1,..., A\ }. Car don = nod, E) (d) est stable par n pour 1 <
i < r.Car n est nilpotente sur £ (et donc aussi sur )y, (d)), il existe vecteurs
0#wv; € E\(f) tqan(v;) =0pour 1 <i <r.Donc, f(v;) = (d4+n)(v;) = N,
et \; € Sp(f). Car f— \;Idg preserve E),(d) et est nilpotente sur E),(d) (car
f —d = n est nilpotente), on conclut que FE),(d) est forcement le sous-espace
caracteristique F; de f avec valeur propre \;. Par le preuve d’existence, on
concluit que la decomposition f = d + n comme dans ’annonce est unique.

O
2 1 -1
Exemple 10.15. Soit A:==[3 3 —4].0Ona
3 1 =2

xa(z) = (z +1)(z — 2)2
Les sous-espaces caractéristiques de A sont :

F:=Ker(A+13), G :=Ker((A—2I3)?).
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0
On a F' = Vect( (1) ), et F' est engendré par le vecteur propre u; pour A = —1.
1

uyi=
On a dim G = my = 2. On calcule

01 -1 01 -1 1
Ker(A — 213) = Ker( (3 1 4)) = Ker( (3 1 4)) = Vect( (1) ),
31 —4 00 O 1

et donc Fy(A) C G, et A n’est pas diagonalisable. On a
(A = 205)(G) = E5(A)

donc si ug € G\ Ey(A) en posant P := (uq|ug|us) ou uy := (f — 2I3) on obtient
que
-1 0 0
P'AP=0 2 1|.
0 0 2
On calcule

01 —1\° 0 00 1
GKer((A213)2)Ker(<3 1 4) )Ker((Q 0 9))%@((0),(
31 —4 —9 0 9 1

0 1 1
Donc, on peut poser ug := (1) , et donc upy = (A—21I3)us = (1) (mais uz := (O)
0 1 1
—1
et ug := (A — 2I3)uz = (1) serait un choix valable aussi ).
—1

10.5 L’exponentielle pour des matrices

On revient a la discussion dans [7.2] Soit I C R une intervalle, 0 € I. Soit
A € M,,(C). Considerons le systeme d’equations differentielles

= Ax.

Lemme 10.16. Pour B € M, (C), la serie

B2 3 ooBi
=L +B+—+ ... =) =
2! 3! — i

1=

converge dans M, (C). On appelle e? ’exponentielle matriciel de B.
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Démonstration. ) Si P € GL,(C), alors e? converge si et seulement si P~1e? P =

P L+B+&8 +8 + )P=L,+P'Bp+EPPE L (BPE
P~'BP ' ’ ' ’
€

est convergent.

o) Si C € M,(C), e?,¢e” sont convergent et BC = C'B, on verifie que e?¢ est
convergent et

o) Gréce a(10.14) existe B =D + N, D € M,,(C) diagonalisable, N € M,,(C)
nilpotent et DN = N D. Dongc, il rest deux cas :

e) B = D diagonalisable. Ici, on a

e) B = N nilpotent. Soit k > 1, tq N¥* =0. On a

N? NF
N=I,+N+—+ .. . +—+0+...

2! k!

=0

qui est une somme convergent.

Théoréme 10.17. L’equation 2'(t) = Az(t) a comme solutions les fonctions
z(t) = ey

pour xg € C.

Démonstration. On calcule que t — x(t) := e4xg a le derivatif
t = Aettzy.

Soit x: I — C" une solution. Posons y(t) := e~*x(t). Alors,

Y (t) = Ae M (t) — 2/ (t) = Aea(t) — e Ax(t) = 0.

Donc, y: I — C" est une fonction constante avec valeur zy € C". m

Exemple 10.18. Soit A = . Alors,

o OO
o O =
O = O

A= , A=

o O O
o O O
S O =
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Donc,
etA:[:g‘i‘tA—i—T: 01
' 0 01

Notons que z/(t) = Ax(t) correspond (comme dans a l'equation differentielle
f® =0, qui a des solutions ¢ — a + bt pour a,b € C.

S DO+

Remarque 10.19. est bien pour trouver une approximation d’une solution
car un peut calculer just le premier k-term d’exponentielle.
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A

Appendix : Pré-requis sur des espaces vecto-
riels

Ce chapitre contient des rappels du programme vu en L1 dans le cours Algebre
linéaire 1, qui constitue un pré-requis pour le cours d’Algebre linéaire 2. Il ne sera
pas étudié en cours.

Al

Rappels sur les corps R et C

Dans tout ce texte, la lettre K désigne l’ensemble R des nombres réels ou
I’ensemble C des nombres complexes. L’ensemble K est donc muni d’une loi d’ad-
dition, notée + et d’une loi de multiplication, notée parfois x, mais le plus souvent
par le symbole -. Ces deux lois vérifient les propriétés suivantes :

°)

elles sont associatives : si (a,b,c) € K3, alors a+ (b+c¢) = (a+b) +c et
a-(b-c) = (a-b)-c. Cela signifie que pour additionner trois nombres a,
b et ¢, on peut commencer par additionner a et b, puis additionner a+b et
c ou alors commencer par additionner b et ¢ puis additionner a et b + ¢, le
résultat sera le méme. On note donc ce résultat a + b + ¢ car, quelque soit

la position des parentheses, il ne change pas. De méme on note a - b - ¢ pour
(a-b)-c=a-(b-c).

elles sont commutatives : si (a,b) € K?, alorsa+b=b+aeta-b=10-a.

elles possedent un élément neutre. L’élément neutre pour 'addition est 1'élé-
ment 0 : pour tout @ € K, a4+ 0 = 0+ a = a. L’élément neutre pour la
multiplication est I’élément 1 : pour tout a € K, a-1=1-a = a. Attention
I’élément neutre de 'addition differe de 1’élément neutre de la multiplication.

la loi de multiplication est distributive par rapport a la loi d’addition, cela
signifie que si (a, b, c) € K3, alors a-(b+c) = (a-b)+(a-c). Par commutativité,
onaaussi (a+0b)-c=(a-c)+(b-c).

tout élément de K, possede un inverse pour la loi d’addition. En effet si
a € K, alors a + (—a) = (—a) + a = 0. Dans le cadre de la loi d’addition,
I'inverse d'un élément est souvent appelé opposé.

tout élément non nul de K possede un inverse pour la loi de multiplication.
En effet si a € K* == K ~ {0}, alors a- (a™!) = (a™)-a = 1. 1l est
nécessaire de supposer a non nul car I’élément 0 n’a pas d’inverse pour la loi
de multiplication : pour tout a € K, on a a -0 = 0, on ne peut donc pas
trouver d’élément b € K tel que a-b = 1.
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Exemple A.1. Lorsque K =C,onai-i=14*= —1. Ainsi (—i)-i=(—-1)-i-i=
(—1)* =1, donc —i est l'inverse de 7 pour la loi de multiplication dans C.

A.2 Espaces vectoriels

Un K-espace vectoriel (ou tout simplement espace vectoriel quand le corps K
est sous-entendu) est un ensemble E muni de deux lois de composition

ExXFE — E KxFE — E
(r,y) — x+y Nx) — A-x.

Ces deux lois doivent vérifier les propriétés suivantes

a) (i) La loi + est associative :
V(z,y,2) e EXEXE, (z+y)+z=x+(y+2).
(ii) Il existe un unique élément neutre 0 € F pour la loi + :
VeeFE, 24+0=04+2x=ux.
(iii) Tout élément x € F possede un unique inverse —z € E pour la loi + :
x4+ (—x)=(—x)+2=0.
(iv) La loi + est commutative :
V(z,y) e EXE, z+4+y=y+uz.

b) La loi - est distributive par rapport aux lois + de E et K :

VLo, ) EKXEXE, A(z+y)=N-2)+(\-y)
Vs ) e Kx K xE, (A+p)-xz=N-2)+ (- z).

c) La loi - est compatible & la multiplication dans K :
V) e Kx KX E, XN (p-z)=A\p) -z, 1-oz=ux

Dans la pratique, on écrit trés souvent Az pour A - z.

Les éléments de 'ensemble E sont appelés vecteurs et les éléments du corps K
sont appelés scalaires. Il faut bien prendre garde au fait que les lois 4+ et - sont
définies sur des ensembles différents. La loi + part de deux vecteurs et produit un
vecteur alors que la loi - part d’un scalaire et d’'un vecteur et produit un vecteur.
Si A est un scalaire et v un vecteur, il faut imaginer le vecteur \ - v comme étant
le vecteur v dilaté au moyen du coefficient \.
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Exemple A.2. (i) Soit F un K-espace vectoriel. Sizx € E,ona0-z+0-2 =
(0+0)-2=0-2z. On en déduit 0 -z = 0 pour tout = € E.
(ii) D’apres la loi de distributivité, pour z € F, on a z + (—1)z = (1 — 1)z =
0z = 0. Ainsi (—1)z est l'inverse de = pour la loi d’addition et on a donc
(—D)z = —u.

Exemple A.3. Si n > 1 est un entier, I’ensemble K™ des n-uplets d’éléments de
K est un espace vectoriel pour les lois suivantes. Si (z1,...,z,) et (y1,...,y,) sont
deux éléments de K™ et A € K, on définit

(@1, )+ (Y1, Yn) = (T1FY1, - Tt Yn), A (X1, ) = Az, Axy,).

Si n = 1, I'espace vectoriel K" est juste le corps K et la loi - s’identifie alors a la
loi de multiplication dans K.

Exemple A.4. Notons K 'ensemble des suites (2, ),>0 d’éléments de K. Il s’agit
d’un K-espace vectoriel pour les opérations suivantes

(xn>n20 + (yn)nzo = (xn + yn)n207 A (xn)nZO = (/\xn)nZO-

Exemple A.5. Notons F(R, K) I’ensemble des fonctions de R dans K. Il s’agit
d’un espace vectoriel, 'addition de deux fonctions est la loi d’addition usuelle sur
les fonctions : si f et g sont deux éléments de F(R, K), la fonction f + g est la
fonction prenant la valeur f(z)+ g(z) en z. De méme on définit la multiplication
d’une fonction f par un scalaire A en définissant A - f comme étant la fonction
prenant la valeur A\f(z) en x. On peut encore écrire ceci (A - f)(z) = Af(z).

A.3 Sous-espaces vectoriels

Définition A.6. Soit E un K-espace vectoriel. Un sous-espace vectoriel K de E

(ou simplement sous-espace vectoriel lorsque K est sous-entendu) est une partie
F de E vérifiant

(i) 0 F;
(ii) pour tous x ety dans F' et A\ dans K, on a x + \y € F.

Exemple A.7. Dans R?, I'ensemble des éléments (1, x5, x3) vérifiant la relation
211 + 3x9 + bx3 = 0 est un sous-espace vectoriel. Il s’agit d’un exemple de sous-
espace vectoriel défini par une équation.

Exemple A.8. Dans R? posons v = (1,2,3) et w = (2,7, 3). Alors 'ensemble
{M + pw | (A, ) € R} = {X 42,20 + T, 3X + 3p) | (A, ) € R?}

est un sous-espace vectoriel de R3. Il s’agit d’'un exemple de sous-espace vectoriel
engendré par une famille de vecteurs, ici les vecteurs v et w.
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On peut effectuer des opérations sur les sous-espaces vectoriels afin d’en pro-
duire de nouveaux.

Si E est un espace vectoriel et si F} et Fy sont deux sous-espaces vectoriels,
I'intersection F} N F, est un sous-espace vectoriel de E. L’ensemble

Fi+F={v+w]|(v,w) e F x F}

est un sous-espace vectoriel de E appelé somme des sous-espaces Fi et F5,. Plus
généralement, si Fi,..., F, sont des sous-espaces vectoriels, la partie

Fidooot Fy={z1 4t 2 | (@1, 20) € Py oo x F}

est un sous-espace vectoriel de E appelé somme de la famille de sous-espaces
(F1,...,F).

Si v € E, on note Kv l'ensemble {A\v | A € K}. C’est un sous-espace vecto-
riel de E appelé droite vectorielle engendrée par v. Si (v, ...,v,) est une famille
finie d’éléments de E, le sous-espace vectoriel engendré par (vi,...,v,) est noté
Vect(vy, ..., v,) et défini par

Vect(zy,...,x,) = Kzy + -+ Kz, = { o1+ + \vn | (A, ..., \) € K™

Remarquons que dans l'exemple [A.8] le sous-espace vectoriel peut étre défini
comme Vect (v, w).

Soit ' un K-espace vectoriel, ainsi que I} et F5 deux sous-espaces vectoriels de
E. Par définition, tout élément de F} 4+ F, s’écrit sous la forme v + w avec v € F}
et w € F,. Cette écriture n’est pas toujours unique. Considérons par exemple le
cas de E = R3 avec Fy = Vect((1,2,3),(2,1,3)) et F, = Vect((2,7,3),(1,8,3)).
Alors on peut écrire

(3,9,6) = (1,2,3) + (2,7,3) = (2,1,3) + (1,8, 3).

Cependant lorsque cette décomposition est unique, on dit que les sous-espaces F}
et F, sont en somme directe. Plus généralement, on peut définir la notion de somme
directe pour une famille finie de sous-espaces vectoriels.

Définition A.9. Soit E un espace vectoriel. Si Fy, ..., F, sont des sous-espaces
vectoriels de E, on dit qu’ils sont en somme directe si tout élément x € Fi+---+F,
s’écrit de facon unique sous la forme x = vy +---4v, avec v; € F; pour 1 <1i < n.
Lorsque tel est le cas, on note également Fy & --- ® F,, le sous-espace vectoriel
Fl + o4 Fn‘

Pour vérifier que des sous-espaces vectoriels sont en somme directe, on peut
utiliser le critere suivant.
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Proposition A.10. Les sous-espaces Fy + --- + F,, sont en somme directe si et
seulement si pour tout (vy,...,v,) € Fy X -+- x F,, Uégalité vi + -+ + v, = 0
implique v1 = vy = -+ =v, = 0.

Démonstration. Le sens = est immédiat, il s’agit juste d’appliquer la définition
d’une somme directe a la décomposition de 1’élément 0. Montrons que si I’égalité
vy + -+ + v, = 0 implique v; = v9 = --- = v, = 0 pour tout (vy,...,v,) €
Fy x -+ x F,, alors les sous-espaces F1, ..., F, sont en somme directe. Il faut donc
prouver que si (vq,...,0,) € Fy x---XF, et si (wy,...,w,) € F} X xF, vérifient

V4t v, = w4+ Wy, (3)
alors v; = wy, ..., v, = w,. Pour cela, réécrivons 1’égalité sous la forme
(v1 —wi) + (V2 —w2) + -+ + (g — wy) = 0.

L’hypothése implique alors v; — wy, = -+ = v, — w, = 0, c’est-a-dire v; =
Wi, . v o, Uy = Wy ]

Le cas de deux sous-espaces vectoriels est particulier.

Proposition A.11. Soit E un K-espace vectoriels et soient Fy et Fy deuzr sous-
espaces vectoriels de E. Alors Fy et Fy sont en somme directe si el seulement si
FiNnFE,=0.

Démonstration. Supposons tout d’abord que F} et F3 sont en somme directe. Soit
veE FiNFy Alors 0 =v—v =0—0. Comme Fj et F, sont en somme directe, une
telle décomposition est unique, ainsi v = 0 et donc F} N F;, = 0. Réciproquement
supposons F; N Fy = 0. Soit (v1,v) € F1 X Fy tel que v1 + vy = 0. On a alors
v = —vy € Fy, donc vy € F} N Fy et donc v; = 0. On en déduit v, = 0. Ainsi la
proposition [A.I0] implique que F; et F, sont en somme directe. O

Remarque A.12. Attention, la proposition ne se généralise pas verbatim
au cas de n sous-espaces vectoriels avec n > 3. Considérons par exemple le cas
de F =R? F; = R(1,0), F, = R(0,1) et F3 = R(1,1). On vérifie que [} N F, =
Fo,NF; = Fi N F3 = 0 (en particulier F; N Fy» N F3 = 0). Pourtant ces trois
sous-espaces ne sont pas en somme directe puisque

(1,1) =040+ (1,1) = (1,0) + (0,1) + 0.

Lemme A.13. Soit E un K-espace vectoriel et soient Fy, ..., F, C E des espaces
vectoriels de E. Alors, > | F; =@ F; ssiVi=2,....nona (Fi+...+F,_1)N
F; = {0}

Démonstration. o) = (Fi1+...+ F, 1 )NF,=(F&...®F_1)NF,={0}.
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e) < Réccurence sur n : Cas n =1 v'. Donc supposons vrai pour n > 1. Soient
vi,w; € F;, i =1,...,n. Supposons v; + ...+ v, = w; + ...+ w,. Then
(v —w1) + .o+ (Vg —Wy—q) = (v, —wy) € (FL+...+ Foq) N E, = {0}.
Donc, v, = w, et v1 + ... +v,_1 = wy + ...+ w,_1. Par récurrence, v; = w;
pour:=1,...,n—1.

]

A.4 Familles génératrices, familles libres, bases

Soit E/ un espace vectoriel.

Définition A.14. On dit que E est de dimension finie s’l existe une famille finie
(x1,...,2,) d’éléments de E telle que EE = Vect(xy,...,x,). Une telle famille est
appelée famille génératrice de E.

Exemple A.15. Si £ = K", pour 1 < ¢ < n, notons e; 'élément (0, . .. ,0,\1/, 0,...

%

Tout élément (z1,...,x,) de E peut s’écrire
(X1, ..., Tp) = T1€1 + Toea + -+ + XTpey
donc K™ = Vect(ey,...,e,) ce qui montre que K™ est un espace vectoriel de

dimension finie.

Dans I'exemple précédent, on a envie de dire que K" est en fait de dimension
n. Pour définir correctement la notion de dimension, il est nécessaire d’introduire
les notions de familles libres et de bases.

Définition A.16. Soit (vq,...,v,) une famille finie d’éléments de E. On dit que

la famille (vq,...,v,) est libre si pour tout n-uplet de scalaires (M1, ...,\,) € K™,
on a

)\1U1++)\nvn:0:>A1:)\2::>\n:0
Autrement dit, la seule combinaison linéaire nulle des vecteurs vy,...,v, est la

combinaison dont les coefficients sont nuls.

Exemple A.17. Si £ = K", la famille (ey,...,e,) est libre. En effet, supposons
que A\iey + - -+ A\ye, = 0, alors

()\17---7)\11):)\1€1+"'+)\nen:0:(07-‘-7())
donc A\ =--- =\, =0.

Définition A.18. Une base de E est une famille finie d’éléments de E qui est a
la fois libre et génératrice.
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Soit B = (ey,...,e,) une base de E et soit v € E. Comme la famille B est gé-
nératrice, il existe des scalaires x1, ..., z, tels que v = x1e1+- - -+x,e,. Comme de
plus la famille B est libre, les scalaires x1, ..., x, sont uniquement déterminés par
v. On les appelle les coordonnées de v dans la base B. Nous avons donc démontré
le résultat suivant.

Proposition A.19. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit B =
(e1,...,€e,) une base de E. Pour toutv € E, il existe un unique n-uplet (xq,...,x,) €
K™ tel que

V=T1€1 + Tooy + - + TpeEy,.

Exemple A.20. Si £ = K", notons B = (e, ea,...,6,) la famille des vecteurs
élémentaires (voir exemple [A.15)). Il s’agit d’une famille génératrice et libre, donc
il s’agit d’une base de K. Si v = (z1,...,z,) € K", on a

(X1, %, ..., &p) = T1€1 + -+ - Tpey

donc les scalaires 1, ..., x, sont les coordonnées du vecteur (zi,...,z,) dans la
base B. Pour cette raison, on lui donne le nom de base canonique de K™. Mais
attention, il existe bien d’autres bases dans K™! (voir les feuilles d’exercices)

Exemple A.21. Soit n > 0 et soit K[X] 'ensemble des applications polynémes
de K dans K, c’est-a-dire des applications de K dans K de la forme x — Y7 ; a;x;,
pour ao, ..., a, € K fixé. Il s’agit d’un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel
F(K,K). Sin >0, on note K,[X] le sous-espace des applications polynémes de
degré inférieur ou égal & n. Si on note X' application polynéme x +— z*, la famille
(1, X, X?..., X™) est une base de K,[X].

Le corollaire suivant est une reformulation de la proposition

Corollaire A.22. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit B =

(é1,...,€e,) une base de E. Alors lapplication
K" — E
(X1, ..., Tp) +—> meg+ -+ xne,

est une bijection (en fait une isomorphisme d’espaces vectoriels).
Le théoreme qui va suivre est tres utile pour construire des bases.

Théoréme A.23. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit By =

(é1,...,e.) une famille libre de E et soit By = (e1,...,€r,€r11,...,€s) une famille
génératrice de E telle que s > r. Alors il existe un entier 0 < k < s—r et des entiers
iy < .-+ < i compris entre v + 1 et s tels que la famille (eq, ..., e, €;,...,€;)

soit une base de E. En d’autres termes, d’une famille génératrice, on peut toujours
extraire une base contenant une sous-famille libre donnée.
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Démonstration. Voir le cours de L1. O

Corollaire A.24. Dans un espace vectoriel de dimension finie, toute famille gé-
nératrice contient une sous-famille qui est une base.

Démonstration. On peut supposer E # 0. Soit B = (eq,...,e,) une famille gé-
nératrice de E. Comme cette famille est génératrice, elle contient au moins un
élément non nul. Quitte a permuter les éléments de cette famille on peut supposer
que e; # 0. La famille réduite a e; est alors libre. Le théoreme implique alors
qu’il existe une sous-famille de B qui est une base de F. O

Corollaire A.25. Dans un espace vectoriel de dimension finie, on peut toujours
compléter une famille libre en une base.

Démonstration. Soit B = (eq,...,e,) une famille libre de E. Comme E est de
dimension finie, il possede une famille génératrice (fi,..., fs). La famille B’ =
(e1,...,€r, f1,..., fs) est alors aussi une famille génératrice et on peut appliquer
le théoreme pour prouver qu’il existe une sous-famille de B’ qui est une base
et qui complete B. n

Théoreme A.26. Tout K-espace vectoriel E de dimension finie posséde une base.
De plus toutes les bases de E ont le méme nombre d’éléments.

Démonstration. L’existence d’une base est une conséquence immédiate du corol-
laire puisqu’un espace vectoriel de dimension finie contient au moins une
famille génératrice. La démonstration du fait que toutes les bases ont le méme
nombre d’éléments est plus délicate. Nous allons la décomposer en plusieurs étapes.

Lemme A.27. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit B =
(e1,...,€,) une famille génératrice de E. Soit v € E et supposons que v &
Vect(ey, ..., e.). Alors il existe r +1 < i < n tel que (e1,...,€i-1,V,€i41,...,€n)
est une famille génératrice de E.

Démonstration. Comme la famille B est génératrice, il existe (Aq,...,\,) € K"
tel que v = Aje; + -+ + A\pe,. Comme v € Vect(eq, ..., e,.), ilexiste r+1<i<n
tel que A\; # 0. On peut alors écrire

-1
ei= A, (V—Ater — - = Nis1€i1 — Aig1€ig1 — -0 — Aen).

Ainsi e; € Vect(ey,...,€i-1,0,€i11,...,€,). En conséquence E = Vect(ey,...,e,) C

Vect(eq,...,€i-1,0,€i41,...,€,) et donc la famille (eq,...,€;_1,v,€:1,...,€,) est

une famille génératrice de E. O]
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Soit B = (e1,...,e,) et soit B/ = (f1,..., fm) deux bases de E. Supposons
par 'absurde que m > n. En appliquant le lemme on construit une famille
génératrice de E/ a n termes dont le premier terme est f; et les vecteurs suivants
proviennent de B. Comme B’ est une base, la famille (fi, f2) est libre donc fy ¢
Vect(f1). Le lemme permet alors de construire une famille génératrice a n
termes dont les deux premiers termes sont f1, fs et les suivants des vecteurs de B.
En itérant ce procédé, on obtient une famille génératrice a n termes constituée des
vecteurs (f1, ..., fn). Mais alors f,.1 € Vect(f1,..., fn), ce qui contredit la liberté
de la famille B’. ]

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie. La longueur d’une base de
E est appelée dimension de E. On la note dimg E.

Exemple A.28. L’exemple montre que la famille des vecteurs élémentaires
e1,...,6e, est une base de K", on en conclut que dimy K" = n.

Exemple A.29. Dans I'exemple[A.21] on a vu que la base (1, X, X% ..., X") est
une base du K-espace vectoriel K,[X]. On en conclut que dimg K,[X]| =n + 1.

Corollaire A.30. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Si (eq, ..., e,)
est une famille libre de E, alors n < dimg E.

Démonstration. D’apres le corollaire A.25|7 on peut compléter la famille (e, ..., e,)
en une base de F. Le théoreéme [A.26] implique alors que dimy £ > n. O

Corollaire A.31. Dans un espace vectoriel de dimension n, toute famille consti-
tuée de m wvecteurs avec m > n est liée.

Démonstration. 11 s’agit d'une reformulation du corollaire O

Corollaire A.32. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit F' un
sous-espace vectoriel de E. Alors F' est de dimension finie et dimg F' < dimg E.
De plus on a dimg F' = dimg E st et seulement si F' = F.

Corollaire A.33. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit B =
(e1,...,€,) une famille de vecteurs de E.

(i) Supposons B libre. Alors B est une base de E si et seulement sin = dimg E.

(i) Supposons B génératrice. Alors B est une base de E si et seulement si n =
dimK E.
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A.5 Dimension et sommes directes

Proposition A.34. Soit E un espace vectoriel et soient F et G deux sous-espaces
vectoriels de E. Si F' et G sont de dimension finie, alors F'4+ G et F NG sont de
dimension finie et on a

dim(F + G) = dim F + dim G — dim F N G.
Démonstration. Voir le cours de L1. O
Proposition A.35. Soit (Fi,...,F,) une famille de sous-espaces vectoriels de
dimension finie de E. Si ces sous-espaces sont en somme directe, alors pour toute
base By de Iy, By de Fs,...,B, de F,,, la famille B obtenue en concaténant By,

Bs,...,B, est une famille libre de E. St de plus F1 ®---® F, = E, alors B est une
base de E.

Démonstration. Voir le cours de L1. OJ

Proposition A.36. Soient Fi,...,F, des sous-espaces vectoriels de dimension
finie de E. Ces sous-espaces sont en somme directe si et seulement si

dim(Fy + .-+ F,) = Zdim F;.
i=1

Démonstration. Voir le cours de L1. O

A.6 Applications linéaires

Définition A.37. Soient E et F' deux espaces vectoriels. Une application linéaire
de E dans F' est une application f de E dans F' telle que

VN, z,y) e K x ExX E,  f(z+X\y) = f(z)+ M (y).

Si E et F sont deux espaces vectoriels, on note L(E, F') I'ensemble des appli-
cations linéaires de F dans F.
Lorsque £ = F, on note L(F) = L(E,E). Un élément de L(FE) est appelé
endomorphisme de E.
Exemple A.38. (i) L’application f: R? — R? définie par f(z,y) = (z+vy,y+
2x) est linéaire.
(ii) Plus généralement, étant donnés des nombres réels a4, ..., a,, 'application
f:R"™ = R définie par f(x1,...,2;) = a1x1 + -+ + a,x, est linéaire.
(iii) Encore plus généralement, une application f : R™ — RP g’écrit sous la forme

flxr, ..o zn) = (filzr, .o zn), folo, .o smn), oo, folo, oo ).

Chaque f; est une application de R” — R et s’appelle la i-éme application
coordonnée de f. On vérifie facilement que f est linéaire si et seulement si
toutes ses applications coordonnées f; sont linéaires.
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A.7 Noyau, image et rang

Définition A.39. Si E et F' sont deux espaces vectoriels et si f est une application
linéaire de E dans F', on note Im f "image f(E) de f et Ker f le noyau de f, c’est-
a-dire U'ensemble f~1({0}) = {z € E, f(z) = 0}.

On vérifiera que Ker f est un sous-espace vectoriel de E et que Im f est un
sous-espace vectoriel de F'.

Proposition A.40. Si f est une application linéaire entre deux espaces vectoriels,
alors f est injective si et seulement si Ker f = 0.

Démonstration. Si f est injective, alors Ker f est réduit a 0. Réciproquement sup-
posons que Ker f = {0}. Si z et y sont deux éléments de E tels que f(z) = f(y),
alors f(x) — f(y) = 0. Par linéarité de f, on a alors f(zr —y) = 0 et donc
x —y € Ker f. Ainsi on doit avoir x — y = 0, c’est-a-dire x = y. On a prouvé
que l'application f est injective. O

La dimension de 'espace vectoriel Im f est appelé le rang de f et est notée
rg f. Ainsi on a, par définition, rg f = dimIm f.

Théoréme A.41 (Théoreme du rang). Soit E un espace vectoriel de dimension
finie et soit F' un espace vectoriel. Si f est une application linéaire de E dans F,
alors Im f est un sous-espace vectoriel de dimension finie de F' et on a

dimIm f = dim £ — dim Ker f.

Démonstration. L’espace vectoriel F est de dimension finie. D’apres le théoreme
[A.26] il posséde au moins une base. Soit donc B = (e, ..., e,) une base de E. Nous
allons montrer que la famille (f(e;),. .., f(e,)) est une famille génératrice de Im f.
Tout d’abord, on a bien f(e;) € Im f pour tout 1 < i < n. Soit w € Im f. Par
définition de Im f, il existe v € E tel que f(v) = w. Comme B est une base de FE,
il existe des scalaires x1,...,x, € K tels que v = z1e; + - - - + z,v,. L’application
f étant linéaire, on a

w=f(v) =z1f(er) + -+ @nf(en).

Ainsi w est combinaison linéaire des vecteurs f(e1), ..., f(e,). Ceci étant vrai pour
tout choix de w € Im f, la famille (f(e1),..., f(e,)) est une famille génératrice de
Im f. On en conclut donc que Im f est un espace vectoriel de dimension finie.

D’apres le corollaire [A.24] on peut extraire de la famille (f(e1), ..., f(e,)) une
base de Im f. Soit r := dimg Im f. Il existe donc des indices 1 < iy < --- < i, <n
tels que (f(es), ..., f(e;,)) est une base de Im f. Comme r est le rang de f, il nous
reste donc a démontrer que

n =dimg E = r + dimg Ker f.
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Soit W := Vect(e;,, ..., e;.) le sous-espace vectoriel de E' engendré par les vecteurs
€iys---,€,.. Montrons que la famille (e;,,...,e;. ) est libre. Supposons qu’il existe
(A1, ..., Ar) € K7 tel que

)\1€i1 + -+ )\Tel-r = 0.
Alors, par linéarité de f, on a

)qf(eil) + -+ )\rf(eir) = f()\leil + -+ )\Teir) = f(()) =0.

En utilisant le fait que (f(e;,), ..., f(e;,.)) est une famille libre de F', on en conclut
que (Ar,...,A,) = (0,...,0) et donc que (e;,,...,e;.) est une famille libre de FE.
Comme par ailleurs, (e;,,...,e; ) est, par définition de W, une famille génératrice

de W, il s’agit en fait d’'une base de W et donc dimg W = r.

Nous allons a présent montrer que F = Ker f & W. Commencons par vérifier
que Ker f et W sont en somme directe. Soit v € Ker fNWW. D une part v € W, donc
il existe (Ag,...,A.) € K" tel que v = Aje;, + -+ - \pe;,. D’autre part, v € Ker f,
donc f(v) = 0. Ceci nous donne

Alf(eh) +- )\Tf(eir) =0.

Comme (f(e;,), ..., f(e;)) est une famille libre, on en conclut que (Ay,...,\,) =
(0,...,0) et donc que v = 0. Ainsi, d’apres la proposition , les sous-espaces
Ker f et W sont en somme directe. Il reste donc a prouver que £ = Ker f + W.
Soit v € E un vecteur de E. Il existe (A\1,..., ) € K" tel que

f0) =M flei) + -+ A fles)-

Posons alors w = A\je;;, + -+ 4+ A\e;.. On a w € W. De plus f(v —w) = 0,

donc v — w € Ker f. On a donc bien décomposé v = (v — w) + w prouvant que
E=Kerf+W.

On conclut donc de la proposition que dimg E = dimg Ker f + dimg W.

]

Exemple A.42. (i) Considérons I'application linéaire f : R? — R? définie par

flz,y) = (z +y, 22 +y).

Déterminons son noyau. Un élément (x,y) € R? est dans le noyau de f si et
seulement si il est solution du systeme d’équations linéaires homogene

x+y =0 r+y =0 x =0
= =
2v+y =0 x =0 y =0.
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Ainsi Ker f = 0 et 'application f est injective. Le théoréme du rang (théo-
reme nous donne alors rg f = 2. Ainsi dimIm f = dimR?, ce qui
implique Im f = R? d’apres le corollaire [A.32] L’application f est donc sur-
jective. étant injective et surjective, elle est bijective.

(ii) Considérons & présent I'application f : R® — R3 définie par
flz,y,2)=(x4+y+2z2x+y+2z,y+2).

Déterminons son noyau. Il faut résoudre le systeme

r+y+z =0 r+y+z =0
2r+y+z2 =0 &7 =0
y+z =0 Y =—z

Le noyau de f est donc le sous-espace vectoriel constitué des vecteurs de la
forme (0, y, —y), ¢’est-a-dire la droite vectoriel R(0, 1, —1). Ainsi dim Ker f =
1. Le théoreme du rang implique alors que dim Im f = 2. Cette fois-ci, on a
Im f C R3, Papplication f n’est ni injective ni surjective.

A.8 Opérations sur les applications linéaires

Soient E et F' deux espaces vectoriels. Si f et g sont deux applications linéaires
de E dans F', on note f + g I'application de F dans F' définie par

Ve e B, (f +g)(x) = f(z) +g(2).

Il s’agit d’une application linéaire de £ dans F. De méme si A € K, on note A - f
I’application de E dans F' définie par

Vee E, (A f)(z) =X f(x).

Il s’agit encore d'une application linéaire de E dans F'. Muni des opérations + et
- définies ci-dessus, I’ensemble L(FE, F') est un espace vectoriel.

Si E, F et G sont trois espaces vectoriels, et si f € L(FE,F) et g € L(F,G),
I’application composée g o f est une application linéaire de E dans G.

Théoréme A.43. Soient E et F' deux espaces vectoriels. Supposons que E est de
dimension finie et soit B = (e, ...,e,) une base de E. Alors pour toute famille
(fi,---, fn) den =dimg E éléments de F, il existe une unique application linéaire
u de E dans F telle que, pour tout 1 < i <n, on au(e;) = f;. St de plus la famille
(fi,..., fn) est libre, Uapplication u est injective. Si de plus la famille (fi,..., fn)
est une base de F', l'application u est bijective.
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Démonstration. Soit v € E et soit (z1,...,2,) le systéme de coordonnées de v
dans la base B. On a donc v = x1e; + - - - x,e,. On pose alors

w(v) =x1fi+ -+ fo

On obtient ainsi une application u de F dans F. On vérifie facilement qu’elle est
linéaire. Elle vérifie également la propriété u(e;) = f; pour 1 < i < n. Vérifions
que c’est la seule application linéaire ayant cette propriété. Supposons en effet que
u’ soit une application linéaire de E dans F tel que u/(e;) = f; pour 1 <1i <mn. Si
v € Fetsi(x,...,x,) est le systéme de coordonnées de v dans la base B, on a

ul(v) = u/($1€1 +-- +xnen) = ZL‘1U’(€1) + - '+xnu/(en) = xlfl +-- +xnfn = U(U)

Comme u'(v) = u(v) pour tout v € E, on a bien u' = u. Ceci prouve 'unicité de
u.
Le reste est laissé en exercice. O

A.9 DMatrices

Définition A.44. Soientn > 1 et p > 1 deux entiers. Une matrice de taille n X p
a coefficients dans K est un tableau rectangulaire A ayant n lignes et p colonnes
contenant des éléments de A. On note a;; ses coefficients et on les indexe de la
fagon suivante

11 Qi12 -+ Qip
21 Q22 R a2,

A= (am')lgign = b
1<j<p :

Qp1 Qp2 - CLn,p

On note M,, ,(K) 'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes. C’est un
K-espace vectoriel pour les opérations suivantes
o) A= (aijh<i<n, B = (bij)i<i<n, alors C' = A+ B ou C' = (a;; + bij)1<i<n.
1<i<p

1<j<p 1<j<p
o) A= (aij)i<i<n, A € K, alors A+ A = (A\a; j)1<i<n.
1<5<p 1<j<p
Le K-espace vectoriel M,, ,(K) est de dimension finie. Une base de M,, ,(K)
est donnée par la famille de matrices E; ; pour 1 <7 <mnet 1 < j <p. La matrice
E; ; est la matrice dont toutes les entrées sont nulles sauf '’entrée a 'intersection
de la i-eme ligne et de la j-eme colonne qui vaut 1. On en déduit que

dimyg M,, ,(K) = np.

Si n = p, une matrice de M,,(K) = M,,,(K) est appelée matrice carrée de
taille n.
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SiAeM,,(K)et BeM,,K), on définit le produit de A avec B par

AB = (Ciyj)lgign S Mn,q(K)

1<j<q
» _ 2:17

Proposition A.45. Si A e M, ,(K), Be M, ,(K) et C € M, (K), on a
) A(BC) = (AB)C;

o) A(B+C)=(AB)+ (AC);
o) (A+ B)C = (AC)+ (BC);
o) si\€ K, ona NAB) = (\NA)B = A(\B).

Pour n > 1, on identifie I'espaces vectoriel K™ a 'espace des matrices M,, 1 (K)

I
via 'opération (z1,...,z,) —
'In
Sin > 1, on note I, la matrice (a;;)i<i<n de M, (K) définie par a;; = 0 si

1<j<n
i # jeta;;=1sii=j. On l'appelle la matrice identité.

Définition A.46. Si A € M, ,(K), on appelle transposée de A et on note 'A la
matrice de M, (K) définie par

'A = (aj4)1<i<p-
1<j<n

On a alors ‘(AB) = 'B' A.

Définition A.47. Une matrice A € M, (K) est dite inversible s’il existe une
matrice B € M, (K) telle que AB = BA = I,,. Si elle existe, la matrice B est
unique et est appelée inverse de A. On la note alors A",

On note GL, (K) ’ensemble des matrices inversibles de M,,(K). Si A et B sont
dans GL,(K), alors AB € GL,(K) et

(AB)™' =B 'A%

A.10 Représentation matricielle d’une application linéaire

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. On fixe By =
(é1,...,€p) une base de E et Br = (f1,..., fn) une base de F. Soit u € L(E, F)
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une application linéaire de £ dans F. Pour 1 < j < p, on note (a;;)1<i<n les
coordonnées de u(e;) dans la base Bp. Autrement dit

u(e;) =arjfi+ -+ an;fo-

La matrice de taille n x p de termes (a; ;)1<i<n est appelée matrice de u dans les
155<

<j<
bases By et Bp. On la note Mat g, 5,)(u) ou encore Mat(u; Bg, Bp). Si E = F et
Bg = B, on note Matg, (u) = Mat(z, g, ().

Soit v € E. Si (x1,...,x,) est le systeme de coordonnées de v dans la base B,
x
on note Xp,(v) = [ : | le vecteur des coordonnées de v dans la base Bg.
Tn

La matrice de u dans les bases Bg et Br a alors la propriété suivante :

XBF (u(x)) = Mat(BE,BF) (U)XBE (U>

Proposition A.48. Soient E et ' deux espaces vectoriels de dimension finie tels
que dim F = p et dim F' = n. Soit Bg une base de E et soit Br une base de F.
Alors Uapplication de L(E,F) dans M, ,(K) définie par u — Matg, p.)(u) est
linéaire et bijective.

Démonstration. Voir le cours de L1. O

Proposition A.49. Soient E, F et G trois espaces vectoriels de dimension finie
tels que dim E = ¢, dim F' = p et dim G = n. Soient Bg une base de E, Br une
base de F' et Bg une base de G. Alors siu € L(F,G) etv e L(E,F), on a

Mat(BEﬁc)(u o U) = Mat(BF,BG)(u) Mat(BE,BF)(U)-

Démonstration. Voir le cours de L1. O

A.11 Changements de base

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soient B et B’ deux bases
de E. La matrice de passage de B a B’ est la matrice carrée de taille n dont la
j-éme colonne est donnée par les coordonnées du j-éme vecteur de B’ dans la base
B. Autrement dit, si B = (ey,...,e,) et B'=(€],...,€l), et que

n
VI<j<n, ;=) a;e,
i=1
alors

B/
PB—)B’ = PB = (ai,j)lgign.
1<55<n
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Siv e FE, on a alors
XB(U) = PB—)B’XB’(U)-

En effet, soit (z1,...,x,) le systeme de coordonnées de v dans la base B et
(x),...,2)) le systeme de coordonnées de v dans la base B’, c’est-a-dire v =
n _ n ! !

Comme € = 371 | a; je;, on en conclut
n n n n n
S = 300 ange =3 (3w | e
i=1

j=1 =1 i=1 \j=1

Comme (eq, ..., e,) est une base de E, on a bien
n

- /

Vi<i<n, z;,= Zamxj
i=1

c’est-a-dire Xp(v) = Pg_p Xp (v).
Si B, B’ et B” sont trois bases de E, on a alors

Ps_pr = Pp_p P
De plus, Pg_,5 = I, de sorte que la matrice Pg_,5 est toujours inversible et que

—1
PB—)B/ — PB/_>B.

Proposition A.50. Soient E et F deuz espaces vectoriels de dimension finie.
Soient By et By, deux bases de E et Bp et By deuz bases de F. Si f € L(E,F),
on a

Mats, 5,)(f) = Py, Mat(sg 5r)(f) Poposy,.

En particulier, si E = F, Bg = Bx et By, = B}, on a
Matg, (f) = Py, ;5 Mats, (f)Psys,-

Deux matrices A et B de M,,(K) sont dites semblables s'il existe une matrice
inversible P € GL,(K) telle que

B =P AP

Deux matrices sont semblables si et seulement si ce sont les matrices du méme
endomorphisme de K™ dans des bases différentes.
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B Appendix : Solution d’exercices

B.1 Exercice 1.2
Vérification de la bilinéarité de B
On définit B : R? x R? — R par
B((z,y), (v,w)) = 2zv + yw.
Vérifions si B est un produit scalaire :
¢) Bilinearité : B est clairement linéaire par rapport a chaque variable.
e) Symétrie : Calculons B((x,y), (v,w)) et B((v,w), (z,y)) :
B((z,y), (v,w)) = 220 + yw,
B((v,w), (z,y)) = 2vz + yw.
o) Définie : B((x,y),(z,y)) =222 +y* =0 (z,y) =0
Conclusion : B est un produit scalaire.
Vérification de I'orthogonalité de (1,1) et (—1,2)
On vérifie si B((1,1),(—1,2)) =0:
B((1,1),(=1,2)) =2(1- 1) + (1- (=2)) =2 —2=0.

Donc (1,1) et (—1,2) sont orthogonaux.

B.2 Exercice 2.1
Trouver une base orthonormale de R?

Muni de R? avec le produit scalaire canonique. Soient

1 1 0
vi:=11], wve:=10], wv3:=1]1
0 1 1

Nous appliquons l'algorithme de Gram-Schmidt pour construire une base ortho-
normale.
On applique I'algorithme de Gram-Schmidt aux vecteurs :

0

1 1
V1 = 1 y Vo = 0 y VU3 = 1
0 1 1
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Etape 1 : Calcul de ¢;
o]l = V12 412 4+ 02 = V2

U1 1 1

= — = — 1
fll = V3 \

€1

Etape 2 : Calcul de e,

0j.. (v :<
proj,, (vs) (

61a61>
1
Vg, €1) = —=
<2 1> \/§

N[

N

Uy = vy — proj,, (v2) = | —

= f3, o=t L[
Uzl =1\l5, €= 7= ="
2 Tl T VB |

—_
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Etape 3 : Calcul de e;

1 1 1 1
2 6
0 2
_2
. . 23
ty = vy = proj,, (vs) = proj,, (1) = | 3
3
sl = /2 L
us|| =1z, €3=—=
3 3 3 \/g 2
1 —22
€3 = —=
3 \/g 2

Conclusion

La base orthonormale obtenue est :

1 (! 1 (! 1 (72
1], 1, —| 2
V2lg) Voo ) VB,

Calcul de la projection orthogonale

Soit la projection orthogonale de v sur Vect(vy, vq) :

pVect(m,vz)(Ufi) = (v3, e1)er + (v, ea)en

Calculons les produits scalaires :

<U3,61> = (0 1 1) :

Sl

[\

O~
I

(vs,e2) = (0 1 1)

Sl
<[~

On en déduit :
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1 1
P (1) = 51+ e
_ 11 1 PRI 11
V2 V2 0 V6 V6 9
1 1 1 1
0 2
1 1 3
51T % g—l-%
—[I_1|=(f23_1
2 6 6 6
2 2
6 6
2
3
_ |1
3
1
3
Ainsi, la projection orthogonale est :
2
t
pVect(’ul,vQ)(Ug) = ?
3

B.3 Exercice 3.1

(i) Existence d’une matrice orthogonale P telle que (Pfi,..., Pf,) soit la
base canonique de R"

Soit B = (f1, f2,---, fn) une base orthonormée de R™. Nous devons prouver
qu’il existe une matrice P € O(n) telle que (Pfi,..., Pf,) soit la base canonique
de R", c’est-a-dire (e, e9,...,€,), Ou e; est le vecteur canonique avec 1 dans la
i-eme position et 0 dans toutes les autres positions.

La matrice P est définie comme la matrice dont les colonnes sont les vecteurs
fi, fo, ., fn. Autrement dit,

e
P:flfgfn
I
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Cela signifie que P est une matrice n X n dont les colonnes sont les vecteurs
f1s fo, -y fa, qui forment une base orthonormée de R™.

Puisque B = (fi,..., fn) est une base orthonormée, les vecteurs fi, fa,..., fn
sont orthogonaux et de norme 1. Cela implique que la matrice P est une matrice
orthogonale. Ainsi, P € O(n), le groupe des matrices orthogonales.

La matrice P agit sur fi, fa,..., f. de la maniere suivante :
Pfi=fi, Pl=/f, ... Pfa=/fn
Mais comme f1, fa, ..., f, sont une base orthonormée et P est une matrice ortho-
gonale, cela signifie que P~! existe et que P~! appliqué & fi, fo, ..., fn donne les
vecteurs de la base canonique eq, es,...,e,.

Donc il existe donc une matrice P € O(n) orthogonale telle que
(Pf1,Pfa,...,Pf,) = (e1,€ea,...,€,), la base canonique de R™.

(ii) Prouver que f o g est une isométrie si f et g sont des isométries

Soient (E, (,)) un espace euclidien, et f,g : E — E deux isométries, c’est-a-dire
que pour tous x,y € E,

(f(2), f(y) = (z,y) et (g9(z),9(y)) = (z,y).

But : f o g, 'application composée de f et g, est également une isométrie, c’est-a-
dire que pour tous z,y € F,

(feg)(@), (fog)y) = (z,1).

Par définition de la composition des applications, on a :

(fog)x)=flg(x)) et (fog)ly)= f(9(y))

Calculons :
(feg)@),(feog)y) = (fg9(x)), f(g(y)))

Puisque f est une isométrie, elle préserve le produit scalaire. Ainsi, nous avons :

(flg(x)), f(9(y))) = (9(x), 9(y)).

De méme pour g :
(9(z), 9(y)) = (=, y).

Donc en combinant ces résultats, on a :

{(fog)@), (fog)W) = (z.y).]
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B.4 Exercice 4.1

Soit v = (Z) et w = (2) € R?, et considérons la matrice M = (U w). Le
déterminant de cette matrice est donné par :
det(M) = ad — be.
Nous devons vérifier les cing propriétés suivantes :
(i) Invariance par rotation : On vérifié par un calcul direct que
det(A - B) = det(A) det(B)
pour A, B € Mats(R). De plus,
det(R(0)) = cos(#)? +sin(h)? = 1.
Donc
Vol(R(0)v, R(0)w) = | det(R(0)v|R(0)w)| = | det(R(F)) det(v|w)| = Vol(v, w).
(ii) Prolongement par des scalaires : Soit A\, u € R, alors
Vol(Av, pw) = | det(Av|pw)| = [Apdet(v|w)| = |A]|u]| det(v]w)].
Cette propriété est aussi vérifiée.
(iii) Invariance par permutation : On a
Vol(v, w) = |det(v|w)| = | det(w]|v)|,

car le déterminant change de signe lorsqu’on permute les colonnes, mais le
module est invariant. Donc, cette propriété est vérifiée.

(iv) Volume standard : Pour la base canonique (eq,e3) = <<(1)> ’ (i)))’

Vol(ey, e5) = |det(er]e2)] =1 x 1 —0x 0] = 1.

Cette propriété est également vérifiée.

(v) Invariance par déformation : Soit A € R, on a
Vol(v, v + w) = | det(v|Av + w)| = | det(v|w)],

car le volume ne change pas lorsqu’on effectue une déformation linéaire sur
un vecteur tout en maintenant la relation entre les deux vecteurs. Ainsi, cette
propriété est vérifiée.

En conclusion, I'application (v, w) — |det(v|w)| satisfait bien les propriétés

(i) = (v).
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B.5 Exercice 5.1

Calculons €(0) et écrivons ¢ comme un produit de cycles

o=(132564).

Pour calculer e(c), il faut déterminer le nombre de transpositions nécessaires pour
exprimer ce produit de cycles. Le cycle (1 32 5 6 4) a une longueur de 6, donc il
peut étre écrit comme un produit de 5 transpositions :

(132564)=(14)(16)(15)(12)(13).

On en déduit,

Calcul de déterminants

Soit la matrice :

I

I
DO O N
O = = O
N — = N
Ot O O

L4:L4—L12

S O N

det(A) =

O~ = O
O~ =N
— O O =

0

Développement selon la premiere colonne :

—_ =

110 110 L
det(A)=2[1 1 0[=2|1 1 0]=2x], J
00 1 00 1

det(A)=1x(I1x1—-1x1)=1x0=0.

det(A) =0
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Soit la matrice :

20 2 4

0110

P=101 20

20 2 5

De la méme maniere, on trouve pour det(B)

det(B) =2x 1 =2

B.6 Exercice 6.1

Le volume du parallélogramme engendré par les vecteurs

(o

est donné par la valeur absolue du déterminant de la matrice formée par ces deux

vecteurs, c’est-a-dire :
5 4
det (7 3> ‘ .

det<5 4)25-3—7-4:15—28:—13.

Volume =

73

Donc le volume du parallélogramme est :

Volume = | — 13| = 13
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